第十二章 矩阵位移法

12-1 概述    

用经典的力法和位移法求解超静定结构，随着基本未知量数目的增多，相应需要建立和求解的多元代数方程的个数也增多 ，计算工作极为冗繁和困难。由于计算技术的飞速发展 ，电子计算机广泛应用于结构分析，使力学学科在计算技术上实现了现代化，大大推动了工程设计技术上的改进和结构理论的发展。基于上述情况，结构矩阵分析方法已从本世纪六十年代迅速发展起来。    

在结构矩阵分析中，运用矩阵进行计算，不仅能使公式非常紧凑，而且在形式上规格统一，便于使计算过程程序化，因而适用于电子计算机进行自动化的数学计算。    

结构矩阵分析的两种基本方法是矩阵位移法(刚度法)和矩阵力法(柔度法)，前者在计算中采用结点位移作为基本未知量，后者则采用多余力作为基本未知量。对于杆件结构，矩阵位移法比矩阵力法便于编制通用的程序，因而在工程界应用较为广泛。    

矩阵位移法与位移法在本质上并无区别，两者的差异仅在于矩阵位移法是从电算这一角度出发，它在解题步骤上以矩阵作为组织运算的数学工具。在杆件结构的矩阵位移法中，把复杂的结构视为有限个单元(杆件)的集合，各单元彼此在结点处连接而组成整体。因而先把结构分解成有限个单元和结点，即对结构进行离散化。继而对单元进行分析，建立单元杆端力与杆端位移之间的关系。再根据变形谐调条件、静力平衡条件使离散化的结构恢复为原结构，从而形成结构刚度方程，据此不难求解结构的结点位移和单元杆端力。矩阵位移法的基本思路是“先分后合”，即先将结构离散然后集合，这样一分一合的过程，就把复杂结构的计算问题转化为简单杆件的分析与综合问题了。因此，它的解题方法可分为两大步骤:   

 (1)单元分析。研究单元的力学特性。    

(2)整体分析。考虑单元的集合 ，研究整体方程的组成原理和求解方法。

12一2 单元刚度矩阵

1、 单元的划分    
在杆件结构中，一般是把每个杆件作为一个单元。为了计算方便起见，只采用等截面直杆这种形式的单元，并且还规定荷载只作用于结点处。根据上述要求，划分单元的结点应该是结构杆件的转折点、汇交点、支承点和截面突变点等，这些结点都是根据结构本身的构造特征来确定的，故称为构造结点。
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例如图12一1所示结构中a,b,c,d、 e, f等都是构造结点。此外，对于集中力作用处，例如图12一1的点g，为保证结构只承受结点荷载，有时也将它作为一个结点来处理，这种结点则称为非构造结点(单元上承受荷载的另一处理方法是将它改用等效的结点荷载来替代，这将在12一7中进行讨论)。结构的所有结点确定后，则结点间的单元也就被确定。   
 对于曲杆结构(例如拱)，可将它化为许多折线来处理，每一直线段取作一个单元。对于变截面杆件(直的或曲的)可将它化为许多等截面直线单元来处理，并近似的取每一单元中点处的截面作为该单元的截面。显然，采用这样的处理方法，单元划分得越多，其计算结果将越接近于真实情况。
2、 单元杆端力和杆端位移的表示方法    
图12一2示一等截面单元色它的两端分别用 i,j表示。当不考虑其两端的约束情况时，共有六个杆端位移和六个杆端力。i端的杆端位移为[image: image3.png]


相应的杆端力为[image: image4.png]W Fa



和[image: image5.png]


 端的杆端位移为[image: image6.png]


，相应的杆端力为[image: image7.png]


和[image: image8.png]


 。下面说明杆端位移和杆端力的正负号规定及其矩阵表示方法。
对单元 ij建立直角坐标系[image: image9.png]


，如图12一2，其中x轴与单元的截面形心轴重合，并规定由i到J的方向为正，[image: image10.png]


轴和[image: image11.png]


轴为杆件横截面的两个主惯性轴，以右手法则定出[image: image12.png]


轴和[image: image13.png]


轴的方向，这个坐标系称为单元的局部坐标系。在局部坐标系中，杆端位移和杆端力的正方向均规定与坐标轴的正方向一致时为正，转角和弯矩的正方向按照右手螺旋法则规定为逆时针方向，因为图示弯矩(或转角)是绕z轴旋转的(z轴为垂直于[image: image14.png]


平面的轴线)，当规定它的力偶矢量与[image: image15.png]


轴的正方向一致时为正，则其正方向应该是逆时针方向。这种正负符号规定不同于材料力学中的规定，而且也与本书其它各章的规定有所不同，学习时需加注意。    若用 [image: image16.png]


代表单元④的杆端力列向量，[image: image17.png]


代表杆端位移列向量，则有：
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式中各元素是按照先 i端后j端并且依[image: image19.png]T YT



的顺序排列的。
3、 单元刚度矩阵    
用位移法解题时，必须建立反映杆件物理性质的杆端力和杆端位移之间的关系式— 转角位移方程。在矩阵位移法中，这种关系式将用矩阵的形式来表示。杆件转角位移方程的矩阵表达式称为单元刚度方程：[image: image20.png]


,，式中矩阵[image: image21.png]


称为单元[image: image22.png]


对应于局部坐标系的单元刚度矩阵。本节讲述平面杆件结构中等截面直杆的单元刚度方程及其相应的单元刚度矩阵。    
1.自由单元的单元刚度矩阵    自由单元是指两端不受约束的杆件。下面分别介绍 自由彬架单元、自由梁式单元和 自由刚架单元的单元刚度矩阵。   
 (1)自由桁架单元    
桁架单元的特点是它只产生轴向变形和只承受轴向力，图 12一3a所示为两端不受约束的桁架单元的变形和受力情况。它的两端有两个轴向位移[image: image23.png]


和两个轴向力[image: image24.png]


。 若已知杆端位移[image: image25.png]


，则可求出相应的两个轴向力。由胡克定律，参照图12一3b,c，按叠加原理可得:
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上式可以写成矩阵形式：
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若令
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则式(12一3)可简写成    
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上式即为自由桁架单元[image: image30.png]


的单元刚度方程，矩阵[image: image31.png]


称为自由朽架单元[image: image32.png]


对应于局部坐标系[image: image33.png]Ny



的单元刚度矩阵。由以上分析可知，在矩阵[image: image34.png]


中，第一列的两个元素就是当[image: image35.png]


 =1(即i端沿x轴正方向发生单位位移)时，单元的两个杆端力;第二列元素则为[image: image36.png]


 =1(即J端沿y轴正方向发生单位位移)时，单元的两个杆端力。为了帮助理解，可在[image: image37.png]


的上方注明各列元素所对应的杆端位移，而在其右方注明与杆端位移相对应的杆端力，如式(12一4)所示。   
 由于单元刚度矩阵的行数等于杆端力的分量数，其列数等于杆端位移的分量数，所以单元刚度矩阵 [image: image38.png]


是一个方阵。  
  (2)自由梁式单元   
 图12-4a所示为自由梁式单元的变形和受力情况、在单元两端的y轴方向产生位移[image: image39.png]


和剪力[image: image40.png]Fu Fy



，单元两端在[image: image41.png]Ny



平面内产生转角[image: image42.png]


;和弯矩[image: image43.png]M M



。
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若已知杆端位移[image: image45.png]


和[image: image46.png]@i



;，则按转角位移方程可求出相应的杆端力[image: image47.png]


和[image: image48.png]


 。参照图12一4b,c,d和e，按叠加原理可得
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上式写成矩阵的形式为
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若令
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则式(12一7)可简写成
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上式为自由梁式单元的单元刚度方程，式(12-8)为自由梁式单元的单元刚度矩阵。由上述分析可知，矩阵[image: image53.png]


中第一列的四个元素，就是当[image: image54.png]


=1(即i端沿x正方向发生单位位移)时，单元的四个杆端力;其余三列元素的物理意义可依次类推。为了帮助理解，在  [image: image55.png]


的上方注明各列元素所对应的杆端位移，而在其右方注明与杆端位移相对应的杆端力。  
  (3)自由刚架单元   
 图12-2所示为自由刚架单元的变形和受力情况。在单元两端的x轴、y轴方向和[image: image56.png]Ny



平面内，分别产生轴向位移、横向位移和转角，并承受相应的轴向力、剪力和弯矩。   
 自由刚架单元的刚度方程，可由桁架单元和梁单元的刚度方程进行组合即可得到。因为目前所研究的是线性变形体系，在弹性小变形范围内，按梁的精确理论分析可知，杆件的轴向变形与弯曲变形之间的相互影响很小，在一般情况下可以忽略不计，于是将式(12一3)和式(12一7)进行组合，即可得到自由刚架单元对应于[image: image57.png]Ny



局部坐标系的刚度方程为
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若令
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则式(12一10)可简写成
[image: image60.png]12-12)




上式是自由刚架单元的刚度方程，式(12-11)是自由刚架单元的单元刚度矩阵。矩阵[image: image61.png]


中各元素的物理意义与前述相同，不再赘述。由上可知，梁和刚架单元的刚度矩阵也是一个方阵。    
应该指出，在上述各种单元刚度方程中，杆端位移或杆端力的排列次序，可根据不同的需要来选定。但是杆端位移和杆端力之间的排列次序，必须根据一一对应的原则选序，而不能任意排列。相应的单元刚度矩阵中各元素的排列也应该与杆端位移、杆端力的排列次序相对应。如果改变上述杆端位移和杆端力的排列顺序，则单元刚度矩阵中各元素的排列次序也要作相应改变。    
2.单元刚度矩阵的性质    
(1)单元刚度矩阵只与单元的几何形状和尺寸以及物理性质有关，即与A,I,L和E有关。    
(2)由反力互等定理可知，单元刚度矩阵是一个对称方阵。   
(3)自由单元的刚度矩阵是奇异矩阵。
因为自由单元的刚度矩阵式(12-4),(12-8),(12-11)所对应的行列式的值等于零，所以它是奇异矩阵，即不存在逆矩阵。这一性质是由于单元没有足够的约束，可以产生刚体位移而引起的。根据这个性质，只能由已知的杆端位移，通过单元刚度方程求出相应的杆端力，而不能通过单元刚度方程，由已知的杆端力来确定相应的杆端位移。    
(4)单元刚度矩阵可以分块。以平面刚架单元为例，单元 ii两端点i,j的位移分量和力的分量可表示为
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和
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则式(12一10)可以写成
[image: image64.png]



其 中
[image: image65.emf]


式(12一15)中的[image: image66.emf]

称为单元刚度矩阵的子块，或者简称为子矩阵。
12一3 连续梁的结构刚度矩阵    

在计算任何结构时，都应使它满足平衡条件、变形谐调条件和物理条件。矩阵位移法是在单元分析的基础上(在单元分析中已经考虑了物理条件)，利用结构的平衡条件和变形谐调条件来建立结构刚度方程的，同时也就得出了结构刚度矩阵。研究结构刚度矩阵的形成规律。便可得到直接形成结构刚度矩阵的方法。    图12一5a所示三跨连续梁，共有三个单元，四个结点，单元编码为① 、②、③;结点编码为 1,2,3,4。

[image: image67.emf]


现取结构的结点位移列向量为[image: image68.png]



式中△i(i=1,2,3)代表第 i个结点的角位移，以逆时针方向为正。    
相应的结点荷载(作用在结点上的外力矩)列向量为[image: image69.png]PO=[M, M, M,]"




式中从 (i=1,2,3)代表与第 i个结点角位移相应的外力矩，以与△、方向一致为正。    
上述对结构结点位移和结点荷载统一编写的数码称为总码。    为了导出结点荷载列向量 P与结点位移列向量A之间的关系式，首先将图 12一5a所示连续梁离散为三个单元，如图 12-5b,c,d所示，由式(12一7)和式(12一8)可写 出各单元的单元刚度方程及单元刚度矩阵。    单元①:     单元刚度方程

[image: image70.emf]


其中单元刚度矩阵
[image: image71.png](b)





单元②:     单元刚度方程
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其中单元刚度矩阵
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单元③:     单元刚度方程

[image: image74.emf]


其中单元刚度矩阵
[image: image75.emf]


其次考虑连续梁各结点处的变形谐调条件，将单元杆端角位移编码换为与其相应的结点角位移编码，单元刚度方程及单元刚度矩阵各元素的下标同时也要作相应改变。    
单元①:    由式((a),(b)，根据结构的变形谐调条件[image: image76.png]o=



可得
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单元②: 由式(c),(d)，根据结构的变形谐调条件[image: image79.png]oF =4y, 07 =4,,



可得
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单元③ :由式(e), (f)，根据结构的变形谐调条件[image: image81.png]


可得
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取图12一5e,f,g所表示的结点1,2,3为隔离体，由这些结点的力矩平衡条件，建立相应的平衡方程 :
[image: image83.png](n)





将式(9)、(1)、(k)代人式(n)可得
[image: image84.emf]


此即为连续梁的结构刚度方程。令
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上式就是连续梁的结构刚度矩阵。于是，式(O)可简写为
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例12一1 试用直接刚度法建立图12一6a所示连续梁的结构刚度矩阵，并计算各杆的杆端弯矩。    
[解] 结点编码、单元的划分以及结点位移编码均示于图12一6b中。    结点位移列向量为[image: image92.png]



相应的结点荷载列向量为：

[image: image93.png]



[image: image94.png]



列出各单元定位向量，建立各单元刚度矩阵并按定位向量进行换码，可得单元① :
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单元②:
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单元③ :
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对上述三个单元刚度矩阵中的各元素，按其行码和列码直接送人结构刚度矩阵中，进行“对号人座”，可得
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则
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12.4忽略轴向变形时矩形刚架的结构刚度矩阵
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结构的结点力列向量
[image: image104.png]P=[P,

P,

P

(F

L+ Fy

M,

M,

(b)



[image: image105.png]BT G U NBRI G B P SE ORI R A R R A, WS 12 - 8a Y
RIS A =50, 018 12 -8b.c.d BI/R . H BT 5E 0% SO0 H0 R B4R 35 &, 5 4 T
LRSI w2023 T sulae s PSR o LB TR B 202 200 dop/s - NP e S ST
BERERE R AR L 17 7

BTED:

TR RS



[image: image106.png]far by

©





[image: image107.png](e)




由单元刚度矩阵得：
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由单元刚度矩阵得
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由单元刚度矩阵得
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如图12-8俄e、f、g得相应的平衡方程
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12.5单元刚度矩阵的坐标变换
在 12-2中建立的单元刚度矩阵都是以单元的轴线作为[image: image139.emf]x




x

轴，以垂直于单元轴线的方向作为一[image: image140.emf]y




y

轴，这种坐标系称为单元的局部坐标系。用局部坐标系下建立的单元刚度矩阵[image: image141.png]


去形成连续梁的结构刚度矩阵(见  12一3)将无任何困难。对于忽略轴向变形的矩形刚架，因竖柱与横梁垂直，所以对于竖柱可利用局部坐标系下的单元刚度矩阵，经过特殊选取竖柱的局部坐标系，确定竖柱单元的定位向量，并将竖柱的单元刚度矩阵“换码”后，用直接刚度法亦可得到刚架的结构刚度矩阵K(见12-4)。然而，对于具有斜交杆件的结构及需考虑轴向变形的矩形刚架来说，因各单元的局部坐标系不尽一致，按局部坐标系表示的杆端力和杆端位移就方向各异，这将给利用平衡条件和变形谐调条件去建立结构刚度方程时带来困难。为此，应选定一个统一的坐标系(称为结构坐标系或整体坐标系)，并把各单元的杆端力和杆端位移重新按此统一的坐标系来表示以保持它们方向的一致性。由于杆端力和杆端位移在两种坐标系下的表示方法不同，因而在结构坐标系下的单元刚度矩阵 ke与局部坐标系下的单元刚度矩阵[image: image142.png]


是不同的，将 [image: image143.png]


变换成ke的方法就称为单元刚度矩阵的坐标变换。
下面以图 12一11所示单元[image: image144.png]


为例讨论单元刚度矩阵坐标变换的方法。单元[image: image145.png]


的局部坐标系为以i为始端，ij为x轴。按局部坐标系表示的杆端力[image: image146.emf]

[image: image147.emf]

和杆端位移[image: image148.emf]

。设选定的结构坐标系为[image: image149.png]Ny



，按结构坐标系表示的杆端力[image: image150.emf]

和杆端位移[image: image151.emf]
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先讨论两种坐标系中杆端位移之间的变换关系。设局部坐标系的 x轴与结构坐标系的x轴的夹角为a，并规定从 x轴到x轴以逆时针方向为正。由图12-llb可得
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式(a)可用矩阵形式表示如下:
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或缩写成
[image: image156.png]& =15 (12-21a)




再研究两种坐标系下杆端力的变换情况，由图 12一11a可知
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12-6 用先处理法计算平面刚架
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结论
· 矩阵位移法是求解静定、超静定杆系结构的计算机统一方法。和普通位移法最主要的不同之处是，它借助矩阵将位移法分析公式化，从而实现“把繁琐交给计算机”，使大型结构分析计算可以容易、精确地实现。 

· 结构的离散化也称为结构计算简图的数据化，它是用计算程序分析结构的基础。由集成规则可知，结点整体编码或整体位移码将直接影响结构刚度矩阵的半带宽，因此影响求解规模和效率。在离散化时应该根据半带宽计算方法，尽可能使其减小。 

· 由于只建立了等截面直杆的单元刚度方程，因此对于拱、曲杆结构和连续变截面等结构，必须首先做用等截面直杆逼近待分析结构的近似处理。 

· 单元分析也称建立单元杆端位移和单元杆端力之间的关系，它是矩阵位移法的基础。对单元局部坐标系，单元刚度方程实质上就是位移法的转角位移方程。所不同的仅在正向规定，因此只要熟记形、载常数，利用叠加原理即可得到单元刚度方程。 

· 坐标转换实质是寻找同一量在两个坐标下对应量之间的关系。明确这一点，任何单元的转换矩阵T就不难获得。 

· 自由式单元刚度矩阵都具有对称性和奇异性，具有位移约束的单元，如果位移约束能限制单元发生刚体位移，则单元刚度矩阵是非奇异的。 

· 从计算机分析考虑，分析工作规范、统一，程序设计就简单、方便。计算机分析原则上不怕未知量多，而是怕乱、怕没有规则。因此，矩阵位移法分析时一般都考虑轴向变形，也即对平面刚架每结点有三个位移。这时整体分析的物理实质是：保证全部结点平衡。 

· 后处理法比先处理法易懂，程序也简单。但方程阶次高、无位移的约束也要作边界条件处理、求解效率低，对求解大型复杂结构可能受计算机硬件限制不能求解。因此，目前已很少应用。但由此引出的边界条件处理方法，对于已知非零支座位移问题，仍然是需要的。 

· 定位向量是单元结点位移码排成的列阵，它是先处理法的基础。深刻理解定位向量先处理法集成规则，是实现各种结构刚度矩阵存储方法（等半带存储、变带宽一维存储等）和相应求解算法的基础。集成的基本规则是，当单元局部行、列号(i, j)对应的定位向量非零行、列号为（r,s）时，整体单元刚度矩阵元素kij送Krs位置累加。整体单元等效结点荷载矩阵元素PEi送Pr位置累加。 

· 深刻理解结构刚度矩阵元素的物理意义，便可根据形常数，从结构中取相关联的一部分，列平衡方程得到结构刚度矩阵指定的元素。 

· 综合结点荷载由直接作用在结点上的荷载以及等效结点荷载组成，它可根据相关单元由载常数快速确定。 

· 对于单元上有荷载作用的情形，单元的杆端力由单元杆端位移及荷载引起的固端内力确定，公式为 

[image: image248.png]F =k'Ts—-F ' =k'TS*+F"




· 单元上任意截面的内力，在求得杆端力后，可用截面法确定。 

   讨论
· 对只受扭矩作用的单元，设剪切弹性模量为G，极惯性矩为IP，单元长度为l，请读者自行写出扭转单元的局部坐标单元刚度矩阵。 
· 图6-23所示为交叉梁结构（或称格栅结构），它和刚架结构的主要区别在荷载作用垂直杆轴所在平面（x-y平面），在忽略轴向变形的情形下，交叉梁单元的局部坐标杆端位移为：z方向的挠度w、绕[image: image249.png]


轴的转角[image: image250.png]


和绕[image: image251.png]


轴的转角[image: image252.png]


，与其对应的杆端力为z方向的剪力、绕[image: image253.png]


轴的扭矩和在[image: image254.png]


平面内的弯矩，正向规定均为沿右手坐标系的正方向为正。在上述说明情形下，利用形、载常数和叠加原理即可获得交叉梁单元的局部坐标单元刚度方程。这一问题留待读者自行解决。 

· 对于一端三个位移，另一端只有两个线位移的“一固一铰”平面刚架单元，“铰”端弯矩等于零，转角不作为独立未知量，利用弯矩为零的条件，可以把非独立的转角位移用其他位移表示，从而将自由式单元刚度矩阵改造成此类单元的单元刚度矩阵。有兴趣的读者可按这一思路自行推导。 

· 在线弹性小变形情形下，由叠加原理还可建立图6-2所示空间刚架分析所用的空间刚架单元，其具体形式在第二篇中给出，有兴趣的读者也可自行研究。 

· 当约束方向和整体坐标方向不一致时，称此约束为斜支座（或斜支撑），应该如何处理这种位移约束条件呢？本书第二篇中将加以说明，有兴趣的读者也可自行研究。 

· 用矩阵位移法作内力影响线时，最容易想到的是将移动荷载作用范围分成若干等分，令每次只一个单位荷载作用在等分点处，依次计算要作影响线的内力，然后连接它们即可作出该内力的影响线。这种方法是可行的，但不是经济、高效的。建议读者根据能量法的结论：影响线为单位位移引起的变形（或位移）图。研究如何建立一种特殊单元（一种解除与所求影响线相应约束的单元，例如求弯矩影响线，为带铰的单元等），承受“单位广义位移”（荷载），以便用一般的矩阵位移法程序经济、高效地解决作影响线的问题。 

· 从原始结构刚度矩阵的性质（奇异性），能否考虑用矩阵位移法如何解决体系的可变性分析？这个问题也留给有兴趣的读者自行研究。 
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