第六章  虚功原理和结构位移计算

到上一章课为止，我们把五种静定杆件结构的内力计算问题全讨论过了。我们知道内力计算问题属强度问题→是结力讨论的首要任务。

讲第一章时，结力的第二大任务：刚度问题，而要解决…，首先应该…
	杆件结构位移计算

（结构变形+刚度位移）
	→
	{
	刚度校核

	
	
	
	截面设计

	
	
	
	确定Pmax


静定结构的位移计算又是超静定结构计算的基础。
本章主要讨论各种杆件结构的位移计算问题。

结构位移计算的依据是虚功原理，所以本章先讨论刚体、变形体的虚功原理，然后推导出杆件结构位移计算的一般公式，再讨论各种具体结构的位移计算。

§6-1概述 

1、 结构的位移

画图：梁、刚架、桁架  （内力N、Q、M——拉伸、剪切、弯曲）
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截面C线位移：
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      角位移：
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结点的线位移：                         两点（截面）相对线位移：       

杆件的角位移： 
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                        两截面相对角位移：

两杆件相对角位移：

1、位移定义：由于结构变形或其它原因使结构各点的位置产生（相对）移动（线位移），使杆件横截面产生（相对）转动（角位移）。

2、位移的分类：6种

绝对位移：点（截面）线位移——分解成水平、垂直两方向

          截面角位移：

          杆件角位移：

相对位移：两点（截面）相对线位移——沿连线方向

          两截面相对角位移：

          两杆件相对角位移：

统称为：

广义位移：角、线位移；相对、绝对位移

Δki：k：产生位移的方向；i：引起位移原因。如ΔAP、Δat、ΔAC
广义力：集中力、力偶、分布荷载，也可以是上述各种力的综合
二、引起位移的原因

1、 荷载作用：（荷载→内力→变形→位移）
2、温度改变：静定结构，温度改变，→0应力非0应变→结构变形
（材料胀缩引起的位移性质同）
3、 支座移动；(无应力，无应变，但几何位置发生变化)
	{
	刚体位移  （制造误差同）

	
	变形位移


三、计算位移的目的

1）刚度验算：最大挠度的限制

（框架结构弹性层间位移限值1/450）

2）为超静定结构的弹性分析打下基础

3）预先知道变形后的位置，以便作出一定的施工措施：

（起重机吊梁、板）（屋架安装）（建筑起拱）（屋窗、门、过梁）（结构要求高，精密） 

四、计算位移的有关假定  （简化计算）

1）弹性假设

2）小变形假设

建立平衡、应变与位移、位移与荷载成线性关系

3） 理想约束（联结，不考虑阻力摩擦）

	变形体系
	{
	线性变形体系（线弹性体系）

	
	
	
	荷载和位移呈线性关系，且荷载全撤除后位移将全部消失，无残余变形，（可用位移叠加原理）

	
	
	非线形变形体系


（分段线形叠加）

4）位移叠加原理（类似内力、反力叠加）
§6-2 变形体系的虚功原理

1、 位移

实位移：外因作用下结构实际位移

虚位移：根据解题需要，虚设位移状态 （满足变形协调＋边界条件）

统称为：广义位移

2、 功：

力所做的功：该力大小乘以力方向上的相应位移

常力的功：　T＝P×Δ＝P×D×cosa  （大小、方向、作用点不变）

变力的功：Ｔ＝
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力偶所做的功：    
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功两要素：力与位移
P： 广义力（力、力偶、相对力、相对力偶）

Δ：和广义力相对应的广义位移（线、角、相对线、相对角）
注意：在定义功T时，没有说位移Δ是由力P引起的，可能由P或其它原因，但P力照样作功。

例：简支梁，两个集中力，分别作用，先后作用。
[image: image158.wmf]                                  

可以看出：不论位移是否由内力引起，只要在力的作用方向上有位移，该力就对位移作功。

引出功的形式有两种：
实功：力与位移相关。  力在其本身引起的位移上所做的功。积分得：T=P×相对位移/2，恒正
虚功：力与位移无关。  力在由其它原因（别的力、温度变化……）引起的位移上所做的功，T’＝力×位移
注：①力：广义力；位移：广义位移

②虚功并非不存在之意，力和位移是分别属于同一体系的两种彼此无关的状态，只强调作功的力与位移彼此独立无关：做功的位移不是由力引起的，而是由其它因素（其它力、其它外因）引起的

③作虚功的位移，并不限于荷载引起的，也可以由其它原因引起的。
④实功恒为正，虚功可正可负

⑤两种功计算方法不同

本章讨论虚功原理，目的是为了研究结构的实际状态：

1） 求结构未知力时：用虚位移
2） 求结构未知位移时：用虚力
所以作虚功时，力状态和位移状态是彼此无关的，其中任一可以虚设，但并不是随便假设。

所以对于虚功，应该强调两点：

1） 假设的这种虚位移（或虚力）和所研究的实际力系（或实际位移）完全无关，可以独立地按照我们的目的而虚设；

2） 假设的虚位移（或虚力）在所研究的结构上应该是可能存在的位移（或力）状态；

也就是：位移状态：应该满足结构的变形协调条件，边界条件

　力状态：应该满足结构的平衡条件。
	关于虚功的几点说明
	1、广义力和广义位移对应（虚功的几种形式）

	
	2、无关

	
	3、其他外因

	
	4、一个实际、一个虚设、解决两类问题

	
	5、独立按求解目的假设

	
	6、满足相应条件


三、刚体虚功原理（简单回顾一下）

对于某一刚体体系，存在一个力状态，满足静力平衡条件

 同时存在一个位移状态，满足变形协调条件＋边界条件           两种状态无关
，对于力状态中所有外力对位移状态中对应的位移所做虚功总和为0。

注意：力状态、位移状态可以分别是虚设的，则：虚功原理有两种形式：

虚位移原理：求力

虚力原理：求位移

1、 虚位移原理，求静定结构的约束力（支反力或内力）（结合例题）
	步骤
	{
	取实际力状态，解除待求约束力的约束，用约束力代替，静定结构→可变

（刚体体系）

	
	
	沿待求约束力方向虚设单位位移，以刚体体系产生的位移状态


虚位移状态               →虚功原理
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      [image: image9.png]



单位位移法：在拟求未知力X方向虚设单位位移，利用几何关系求δP 。

特点：利用几何方法求解静力平衡问题。
2、 虚力原理，求刚体体系的位移（结合例题）

单位荷载法：在待求位移方向虚加一个单位荷载（两者对应，以达作虚功的目的）

特点：用静力平衡的方法来求解几何问题。推广到变形体的位移计算。

3、 静定结构在支座移动时的位移计算（结合例题）

上面2的方法可以推广一下：从上节课的分析可知，静定结构在支座移动时，不产生任何内力及变形，因此结构的位移纯属刚体位移，可以利用刚体体系的虚功方程求解。
例：

四、变形体体系的虚功原理

1、弯曲转角、轴向伸缩变形、横向剪切错动：

刚体体系的虚功原理不再适用，但可以将之推广：
由能量守恒：
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 H：外部吸收的能量；W：外力所做的功


[image: image11.wmf]U

T

E

＋

＝

D

  T：动能；U：变形能的增加(内力做功)；E：结构能量的改变

若加载缓慢，不考虑能量损耗：

W＝U   外力所做的功＝结构形变能的变化=内力所做的功

变形体体系上第Ⅰ状态的外力沿第Ⅱ状态中相应的位移所作的虚功（外力虚功）=变形体体系上第Ⅰ状态的内力沿第Ⅱ状态中相应的变形（应变）所作的虚功（内力虚功）。
2、形变能：由于结构的材料发生变形而储存在结构内部的能量，等于加载过程中内力所做的功：
[image: image159.wmf]
任一隔离体          轴向拉伸或压缩        剪切错动           弯曲变形

U=内力所做的功

对任一微段：
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若各微段的变形连续分布：对一杆件
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对整个结构而言：
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3、虚功方程
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   外力虚功=内力虚功

例：
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实际力状态：外力：P；

内力：N、Q、M    满足平衡条件              

实际位移状态：位移：Δ；
              变形：
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]j
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   满足相容条件

虚位移状态：虚位移：
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            虚变形：
[image: image20.wmf]u
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 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]dh



 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]dj


虚力状态：虚外力：
[image: image23.wmf]P


          虚内力：
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]Q



 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]M
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虚位移原理：实际力状态+虚位移状态
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虚力原理：实际位移状态+虚力状态
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注：
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1）
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也就是说： 

作功的外力和内力组成力状态应满足平衡条件；位移和应变（变形）、位移状态应满足变形协调条件和边界条件。这两种状态是彼此无关的，其中一个可以虚设，计算结构位移时应取实际的位移状态，再虚设一种平衡的力状态进行求解（虚力原理）。

2）上式变形体体系的虚功原理适用于所有变形体体系（二维板壳结构和三维块体），我们用于一维杆件结构的变形体体系的虚功原理。

3）实际的力状态或虚设的力状态（内外力）均应满足的静力平衡条件。 

4）杆件结构的每一个杆件的位移状态（实际或虚设）均应满足：①任一微段满足应变～位移关系；②边界位移满足约束边界条件。
这两个条件即为变形协调条件，如果一个杆件的位移状态满足这两个条件，则称这种状态能满足变形协调条件或称他是几何可能的位移状态。
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§6-3位移计算的一 般公式（单位荷载法）

一、基本公式的推导：

例：刚架在外荷载、支座位移及温度变化等作用下而发生变形→产生位移，要求：任一点K沿指定方向K-K的位移分量Δka，实际位移状态5-14a，Ca实际的支座位移，εa、γa、κa，实际的轴向应变、剪切角、曲率。

仿照刚体体系求位移方法（单位荷载法）：取实际的位移状态作为位移状态，虚设一个力状态，越简单越好，且要求和Δka相对应，使虚功方程含Δka，要求对Δka作虚功，所以沿K-K方向虚加一无量纲的单位荷载PK=1（单位荷载法），则结构在虚单位荷载作用下，支座C产生虚反力
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组成一个平衡的力状态，和原位移状态无关（虚）。例：5-14b）

外力虚功
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内力虚功
[image: image36.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf](
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由虚力原理建立虚力方程得：
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因此：
    二、公式应用说明：

1、引起位移的外因可以是荷载，也可以是初应变、支座位移、温度变化、装配误差、制造误差、材料胀缩等。

2、引起位移的变形可以是弯曲变形，也可以是轴向变形或剪切变形，同时含刚体位移。

3、所能计算的位移可以是线位移，也可以是角位移或相对线（角）位移，也就是广义位移。

4、杆件结构的类型可以是梁、刚架、桁架、拱或组合结构，它们可以是静定的，也可以是超静定的。

5、材料可以是弹性，也可以是非弹性的。

6、应用这个公式每次可以求一个广义位移分量。沿待求位移方向加虚单位力时指向可以任意假设，若求得的位移为正值，则表示实际位移的指向和假设单位力的指向相同。

7、所加的虚单位广义力应该和所求的广义位移对应。

1）求某点（截面）的线位移：水平、竖向、某方向、总的线位移，沿所求线位移方向加单位力。


ΔCV       ΔCV
（方向未知时，求ΔCV、ΔCH→ΔC）
2）结构上某截面C的角位移，单位力偶。



      3）杆件角位移θAB，加两集中力组成的单位力偶
[image: image40.png]


 

4）A、B两点沿其连线方向的相对位移ΔAB，其连线上加两个方向相反的单位力


    5）两截面相对角位移，两截面上加两方向相反的单位力偶。
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θC左右       [image: image42.png]


θAB
6）两杆件的相对角位移


两个方向相反的单位力偶如图，每个单位力偶由两个集中力形成。

前述广义位移主要有六种形式，相应的广义力也有六种，两者一致。

§6-4 静定结构在荷载作用下的位移计算

一、一般公式


[image: image43.wmf]å

ò

ò

ò

å

+

+

+

-

=

D

)

(

rds

Q

d

M

du

N

C

R

k

j


若引起位移的外因仅是荷载，即仅考虑荷载作用：

1） 支座位移C =0，也无温度影响；

2） 微段变形du，rds，d
[image: image44.wmf]j

是由实际荷载在ds微段引起的轴向、剪切和弯曲变形,记为：duP，rPds，d
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。设NP、QP、MP分别表示实际荷载作用下结构内微段的轴力、剪力、弯矩。

对于线弹性材料，由材料力学公式知：
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注：①杆件的拉伸刚度       剪切刚度       弯曲刚度

②
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——剪应力沿截面分布不均匀的修正系数，和截面形状有关。

	{
	矩形截面：k=1.2

	
	圆形截面：k=10/9

	
	工字形截面：k=A/A1，A1（腹板面积）

	
	薄壁圆环形截面：k=2


3）代入位移公式，得由荷载引起：
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这就是平面杆件结构在荷载作用下的位移计算公式。

单位荷载法：沿所求位移方向虚设单位荷载
[image: image52.wmf]1
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求所求结构位移的方法

2、 公式说明

1、
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、
[image: image55.wmf]Q

：
[image: image56.wmf]1

=

P

引起的内力    对于静定结构均可由平衡条件求解


[image: image57.wmf]P

N

、
[image: image58.wmf]P

M

、
[image: image59.wmf]P

Q

：实际荷载引起的内力。两组内力符号规定一致

2、EA、EI、GA：抗拉、抗弯、抗剪刚度。位移与截面有关

3、
[image: image60.wmf]ò

：杆件长度积分；
[image: image61.wmf]å

：各杆件和积分值求和——积分法

建立内力函数时，实际状态与虚拟状态的坐标应取为一致。

4、对于不同类型的结构，上式可以简化： 

1） 梁、刚架：以弯曲变形为主，轴向、剪切变形很小，可以略去。（结合例题说明）
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2） 桁架：只有轴力，且同一杆件的轴力
[image: image65.wmf]k

N

、NP及EA沿杆长度l均为常数。


[image: image66.wmf]å

å

ò

=

=

D

EA

l

N

N

ds

EA

N

N

P

P

kp

.

 
[image: image67.png]KA B MEELBREEE 6~ 1Ta b Fy= | WBIRS, TRE M, Fo Pyl
AT Fy= L BB

AR
H4 2 G045, T
a2 142 (1))

ARSI AR EBA LTI DL L BOER, EXFTA, RIS
T BT, EA SRS T S,

Blo=4 BRI 6~ 180 B TR S ASIIE, P REEAA Y A =
144 em \E=8.5 GPa,

() BAARSHE 6- 180 R FRASREEREN =LA A LB AT

6 18a.b b, RHER(6 - 1)TARE 6-2 K,
Re2 wo-smnn

W o ) )
v s v w5
L o5 T
e [ = 055 E
» 5 ss E




[image: image68.png]aa

" = = e[ Fureiiem
M El z
* - S
P —
H
O
e
fr—
2= QIO IO, 044 mm0.4 e )

BSx 0 L0

§6-5 B ® %
AR, AT 09
o [, w

AR BRI R M, W S

B AR TR
BRI, B

[

@ Fsn s,

@) MR M, B ESH— AN RS,

STHRELH, LROTIN R NRERRER B4R RBEBBRRITIT R
My R, N AL A HARBLA 5L S LT R . I
L5 U ) MRS SR 5B 00 T I ik 0
BN,

R 6 10 SR RS, BRI 0 A M, 1B
EECEE

M=y

AR ().

|

RN F Y S

S





3） 拱：
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一般取一项，但当拱轴线→压力线成为合理拱轴时，N为主要时取两项。
4） 组合结构：

	{
	梁式杆，只考虑M   

	
	轴力杆，只考虑N   
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5、计算基本步骤：

（1）
[image: image71.wmf]1

＝

P

；（2）
[image: image72.wmf]P

N

、
[image: image73.wmf]P

M

、
[image: image74.wmf]P

Q

；（3）
[image: image75.wmf]N

、
[image: image76.wmf]M

、
[image: image77.wmf]Q

；（4）代入公式

三、公式应用：

这种直接利用公式积分求位移的方法：积分法。

注意：①各杆可根据需要取不同坐标轴，列内力表达式；
②同一杆两种状态内力表示时，坐标轴应相同；
③同一杆件，两种状态下，内力正负号规定应相同；
④须对所有杆件叠加，不能遗漏。

§6-5  图乘法

梁式杆件在荷载作用下位移计算公式：
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因为一般情况下，每杆的
[image: image79.wmf]k

M

、MP变化规律各不相同，同一杆荷载复杂时，分好几段列方程，你必须每个杆取一坐标系，列弯矩方程、积分、叠加。当1）杆件较多；2）荷载较复杂时，求解起来比较困难。将内力与内力图联系起来——图乘法

一、图乘计算原理及计算公式

1、条件：①对于一段等截面直杆；

②当EI沿长度方向不变时，（工程中梁、刚架、组合结构的杆件大多是等截面直杆且由同一材料做成）；

③分别作出该段杆的
[image: image80.wmf]k

M

、MP图，若其中有一个图形乃直线图形。
杆段图： 
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 EMBED Equation.3  [image: image82.wmf]å
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说明：（dw= MP(x)dx；dx很小→小矩形）=
[image: image83.wmf]ò

·

B

A

dw
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EI

tga

，几何意义：微面积dw对y轴的面积矩；
[image: image84.wmf]ò

·

B
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dw

x

：AB段MP图的面积wp对y轴的面积矩。用x0表示MP面积的形心到y轴的距离，则根据材力（理力）的分析：MP图的面积wp对y轴的面积矩=MP图的面积wp*该图形的形心到y轴的距离x0，也就是：
[image: image85.wmf]ò
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=wp•x0。所以：上式=
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其中y0k为
[image: image87.wmf]k

M

图中与MP图的形心相对应的竖标。

当然：如果MP图为直线图形，
[image: image88.wmf]k

M

图为直线或曲线图形，可得类似结果。

结论：对于一般EI=常数的等截面直杆，求由弯矩引起的位移时，若
[image: image89.wmf]k

M

图是直线图形：
[image: image90.wmf]ds
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；若MP图为直线图形：
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，这两个式子就是图乘公式。

如果结构上每一个杆均可图乘，则Σ
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图乘法求位移把列弯矩方程，求积分的问题→作M图，求面积、形心、竖标的问题，如果作M图比较熟练，那么当1）杆件较多，2）荷载较复杂，图乘法比积分法方便、优越。
二、公式应用说明：

1、 注意应用的三个条件

2、 符号：
[image: image96.wmf]k

M

图和MP图在同侧（积分值为正，所以…），（w和y0在杆件基线的同侧时）w、y0为+，否则为- 。面积、形心、竖标三者关系。

3、 几种常见图形的面积和形心位置
[image: image97.png]- o s
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a) 三角形：面积w=lh/2，形心2l/3（直角）；面积w=lh/2，形心(l+a)/3
b) 全二次抛物线（上凸）：面积w=2lh/3，形心l/2

c) 二次抛物线（上凸）：面积w=2lh/3，形心5l/8
d) 二次抛物线：面积w=lh/3，形心3l/4
e) 三次抛物线：面积w=lh/4，形心4l/5
f) n次抛物线：面积w=lh/(n+1)，形心(n+1)l/(n+2)
抛物线顶点：顶点处的切线与基线平行。

4、 图乘法的关键：求w；形心的位置；y0，但应注意其三个应用条件。对于简单图形，确定w、形心的位置及y0均比较容易；对于复杂图形，确定w、形心的位置及y0均比较困难，这时可将图形分成许多简单图形的叠加，分别定面积、形心和竖标，分别图乘叠加，求代数和。注意：弯矩图的叠加是竖标的叠加，而非图形的叠加。
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图乘法应用时的几个具体问题。

1) 如两个弯矩图形均是直线，则标距y0可取自其中任一图形（对应）。

2) 如一个为曲线，另一个是几段直线组成的折线，则分段叠加。

3) 两个梯形图乘（公式计算）（变化形式，有正负、异侧）

4) 均布荷载作用区段，区段叠加法、分解（对应），弯矩竖标叠加而非图形叠加。

(a+b)图乘c=a图乘c+b图乘c，图乘法的优势：利用大家比较熟悉的内力图的作法。

下面我们再讨论两个题目：

例：[image: image99.png]
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[image: image104.wmf]（图乘法）
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§6-6静定结构支座移动时的位移计算
静定结构由于支座移动引起的位移计算属于刚体体系问题。

一、一般公式：

由单位荷载法公式：
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若只考虑支座移动影响，则公式简化为：   
[image: image108.wmf]å
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式中：
[image: image109.wmf]R

：虚拟状态下的支座反力；

C：实际位移

正负号规定：若
[image: image110.wmf]R

与实际支座位移c方向一致时，其积为正，相反时为负。

二、求解步骤：

（1）
[image: image111.wmf]1

＝

P

；（2）
[image: image112.wmf]R

；（3）代入公式

§6-7静定结构温度变化时的位移计算
静定结构由于温度变化，不产生内力，但由于材料自由伸缩引起各微段发生变形。

温度引起的位移计算的一般公式：
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式中：

1、微段ds轴向变形
[image: image114.wmf]t

du


假设温度变化沿截面高度成直线变化，此时温度变化时截面仍保持为平面。

t1、t2：为截面上、下边缘温度变化；
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，为杆轴线处的温度变化,若截面对称，则
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杆件轴线处：
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2、微段ds弯曲转角
[image: image118.wmf]t
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：
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[image: image120.wmf]1
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3、微段ds剪切变形rt：

rt=0，由于对于杆件结构，温度变化不引起剪切变形

4、代入公式：
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[image: image122.wmf]ò
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   轴向变形+弯曲变形
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   若为等截面杆

  若为等截面杆且截面对称，温度变化沿杆长不变时，
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[image: image125.wmf]N
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、
[image: image126.wmf]M

w

：分别为
[image: image127.wmf]N

、
[image: image128.wmf]M

图形的面积。

5) 公式应用注意说明：

①正负号规定：由于公式右边为内力所作的变形虚功，故当实际温度变形与虚拟内力方向一致时其积为正，相反时为负。一般规定：

t以升温为正；

轴力
[image: image129.wmf]N

：以拉力为正；

弯矩
[image: image130.wmf]M

：以弯曲变形与
[image: image131.wmf]t

D

引起的变形一致为正

②对于具体结构公式可以简化：

梁、刚架：一般略去轴向变形的影响。
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桁架：
[image: image133.wmf]å
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组合结构：综合考虑梁式杆、轴力杆

③当桁架由于制造误差，其杆件长度与设计长度不符时，所引起的位移计算：


[image: image134.wmf]l
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式中，
[image: image135.wmf]l

D

为各杆长度的误差，升长为正，缩短为负；
[image: image136.wmf]N

以拉力为正。

6、计算步骤：

（1）
[image: image137.wmf]1

＝

P

；（2）绘
[image: image138.wmf]N

、
[image: image139.wmf]M

图，计算图形面积；（3）计算杆轴线处温度变化

（4）代入公式
§6-8  线弹性结构的互等定理

线性变形体系有四个互等定理，这些互等定理在求位移和超静定结构的内力时是十分有用的。互等定理的应用条件是：

	1）材料处于弹性阶段，σ、ε成正比
	}
	线性变形体系

	2）结构变形很小，不影响力的作用
	
	


1、 功的互等定理

例：同一种结构的两种受力状态：状态1、2。

①取状态1上的力系为作功的力系，取状态2上的位移作为虚位移，则
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（状态1的外力在状态2位移上的虚功=状态1上各微段内力在状态2变形上所做虚功）
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②取状态2上的力系为作功的力系，取状态1上的位移作为虚位移，则
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（状态2的外力在状态1位移上的虚功=状态2上各微段内力在状态1变形上所做虚功）
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③
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结论：在一线性变形体系中，状态Ⅰ的外力由于状态Ⅱ的位移所作的虚功=状态Ⅱ的外力由于状态Ⅰ的位移所作的虚功。同一位置的广义力和广义位移应该对应。

注：现在讨论这两个力按不同的次序先后作用于这一结构上时所作的功：

先P1、后P2；先P2、后P1。这两种加载情况，外力先后次序虽不同，但最后的荷载及变形情况是相同的，则两者加载情况所作的总功应相等。也就是：外力所作的功和加载次序无关。

2、 位移互等定理

P123页图7-29、30
两种状态，只作用一广义力：
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由功的互等定理：
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，即：
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（单位力P2=1引起的P1作用点沿P1方向的位移=单位力P1=1引起的P2作用点沿P2方向的位移）

结论：在一线性变形体系中，单位力P2=1引起的P1作用点沿P1方向的位移（在数值上）=单位力P1=1引起的P2作用点沿P2方向的位移

应用：力法计算超静定结构时使用。
例：

3、 反力互等定理

P123页图7-31
[image: image149.png]r
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同一体系中任意两个约束1、2：

状态1：支座1发生单位位移Δ1=1，在支座2产生反力r21
状态2：支座2发生单位位移Δ2=1，在支座1产生反力r12
根据功的互等定理：     r21Δ2= r12Δ1
r21= r12
结论：对于一线性变形体系，支座1由于支座2的单位位移所引起的反力r21等于支座2由于支座1的单位位移所引起的反力r21。

应用：位移法计算超静定结构

（两种状态中，同一支座的反力、位移应对应）

4、 反力位移互等定理

P123页图7-32
同一体系中任意两个状态：

状态1：支座1发生单位位移Δ1=1，在2处产生位移
[image: image151.wmf]21
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状态2：2处作用单位力P2=1，在支座1处产生反力r12’
根据功的互等定理：W21=r12’×1+1×δ21’
 W12=0
因此：          r12’=-δ21’
结论：对于一线性变形体系，由于单位荷载P2=1所引起的结构某一支座1处的反力r12’=因支座1发生与反力方向相一致的单位位移时所引起的单位荷载作用处（2处）的位移，但符号相反

应用：混合法计算超静定结构。

注：后三个互等定理均是功的互等定理的特例。
截面C线位移：� EMBED Equation.3  ���。一般 分解成水平、垂直两方向：� EMBED Equation.3  ���、� EMBED Equation.3  ���
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