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绪论 第一节 

绪 论 

一、从模拟到数字 

1、信号：信号传递信息的函数也是独立变量的函数，这个变量可以是时间、空间位置等。 

2、连续信号：在某个时间区间，除有限间断点外所有瞬时均有确定值。 

3、模拟信号是连续信号的特例。时间和幅度均连续。 

4、离散信号：时间上不连续，幅度连续。 

5、数字信号：幅度量化，时间和幅度均不连续。 
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二、数字信号处理的主要优点 

数字信号处理采用数字系统完成信号处理的任务，它具有数字系统的一些共同优点，例如

抗干扰、可靠性强，便于大规模集成等。除此而外，与传统的模拟信号处理方法相比较，它还

具有以下一些明显的优点： 

1、精度高 

在模拟系统的电路中，元器件精度要达到 以上已经不容易了，而数字系统 17 位字长可

以达到 的精度，这是很平常的。例如，基于离散傅里叶变换的数字式频谱分析仪，其幅值

精度和频率分辨率均远远高于模拟频谱分析仪。 
2、灵活性强 

数字信号处理采用了专用或通用的数字系统，其性能取决于运算程序和乘法器的各系数，

这些均存储在数字系统中，只要改变运算程序或系数，即可改变系统的特性参数，比改变模拟

系统方便得多。 

3、可以实现模拟系统很难达到的指标或特性 

例如：有限长单位脉冲响应数字滤波器可以实现严格的线性相位； 

在数字信号处理中可以将信号存储起来，用延迟的方法实现非因果系统，从而提高了系统的性

能指标； 

数据压缩方法可以大大地减少信息传输中的信道容量。 

4、可以实现多维信号处理 

利用庞大的存储单元，可以存储二维的图像信号或多维的阵列信号，实现二维或多维的滤

波及谱分析等。　 

5、缺点 

（1）增加了系统的复杂性。他需要模拟接口以及比较复杂的数字系统。 

（2）应用的频率范围受到限制。主要是 A/D 转换的采样频率的限制。 

（3）系统的功率消耗比较大。数字信号处理系统中集成了几十万甚至更多的晶体管，而模拟信

号处理系统中大量使用的是电阻、电容、电感等无源器件，随着系统的复杂性增加这一矛盾会

更加突出。  

三、发展特点 

(1)由简单的运算走向复杂的运算，目前几十位乘几十位的全并行乘法器可以在数个纳秒的时间

内完成一次浮点乘法运算，这无论在运算速度上和运算精度上均为复杂的数字信号处理算法提

供了先决条件； 

(2)由低频走向高频，模数转换器的采样频率已高达数百兆赫，可以将视频甚至更高频率的信号

数字化后送入计算机处理；  

(3)由一维走向多维，像高分辨率彩色电视、雷达、石油勘探等多维信号处理的应用领域已与数

字信号处理结下了不解之缘。  

（4）各种数字信号处理系统均几经更新换代 

在图像处理方面，图像数据压缩是多媒体通信、影碟机(VCD 或 DVD)和高清晰度电视(HDTV)

的关键技术。国际上先后制定的标准 H.261、JPEG、MPEG—1 和 MPEG—2 中均使用了离散余

弦变换(DCT)算法。近年来发展起来的小波(Wavelet)变换也是一种具有高压缩比和快速运算特点

的崭新压缩技术，应用前景十分广阔，可望成为新一代压缩技术的标准。 

 

年代    特点          $/MIPS 

60 年代     大学探索            $100-$1,000 

70 年代     军事运用         $10-$100 

80 年代     商用成功         $1-$10 

90 年代    进入消费类电子          $0.1-$1 
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今后  生活用品         $0.01-$0.1 

四、各种数字信息系统    数字信号处理不断开辟新的应用领域 

在机械制造中，基于 FFT 算法的频谱分析仪用于振动分析和机械故障诊断；医学中使用数

字信号处理技术对心电(ECG)和脑电(EEG)等生物电信号作分析和处理；数字音频广播(DAB)广

泛地使用了数字信号处理技术。可以说，数字信号处理技术已在信息处理领域引起 

了广泛的关注和高度的重视。 

五、数字信号处理系统的实现 

• 软件实现 

软件实现是用一台通用的数字计算机运行数字信号处理程序。其优点是经济，一机可以多

用；缺点是处理速度慢，这是由于通用数字计算机的体系结构并不是为某一种特定算法而设计

的。在许多非实时的应用场合，可以采用软件实现方法。例如，处理一盘混有噪声的录像(音)

带，我们可以将图像(声音)信号转换成数字信号并存入计算机，用较长的时间一帧帧地处理这

些数据。处理完毕后，再实时地将处理结果还原成一盘清晰的录像(音)带。通用计算机即可完

成上述任务，而不必花费较大的代价去设计一台专用数字计算机。 

• 硬件实现 

硬件实现是针对特定的应用目标，经优化，设计一专用的软硬件系统。其优点是容易做到

实时处理，缺点是设备只能专用。 

• 片上系统（SOC, System on a Chip） 

随着大规模集成电路的发展，一个复杂数字信号处理系统已可以集成在一个芯片上。SOC

包含有数字和模拟电路、模拟和数字转换电路、微处理器、微控制器以及数字信号处理器等。

与传统的集成电路不同的是，嵌入式软件的设计也被集成到了 SOC 的设计流程中，SOC 的设计

方法将以组装为基础，采用自上至下的设计方法，在设计过程中大量重复使用自行设计或其他

第三方拥有知识产权的 IP(Intelligent Property)模块。SOC 要充分考虑如何合理划分软件和硬件

所实现的系统功能以及如何实现软、硬件之间的信息传递。SOC 将是数字信号处理系统的一个

新型的实现方法。  

并行、复用和流水 

并行是指为了完成同一个任务，几个处理器同时工作，使系统能胜任单个处理器所不能完

成的任务；当一个处理器完成单个任务(比如一个滤波器)有很大的富余量时，可让其完成多个

任务，这就是复用；流水结构也是多处理器完成同一任务，它与并行结构的主要区别在于并行

的各个处理器之间数据交换不多，而流水结构类似于生产中的流水线，数据经一道道“工序”处

理。采用并行或流水结构，完全取决于数字信号处理的运算结构。  

 

研究内容 

经典的数字信号处理限于线性时不变系统理论, 数字滤波和 FFT 是常用方法。 

目前 DSP 研究热点： 时变非线性系统、非平稳信号、 非高斯信号 

处理方法的发展：自适应滤波、  离散小波变换、  高阶矩分析、盲处理、分形、混沌理论 

 

课程介绍 

基础理论：离散时间信号与系统（第一章） 

Z 变换（第一章） 

离散傅立叶变换 DFT 及其快速算法 FFT  （第三章） 

    无限长单位脉冲响应（IIR）滤波器（第四章） 

    有限长单位脉冲响应（FIR）滤波器（第五章） 
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第一章  第一节内容： 

 第一章 离散时间信号 

• 离散时间信号 

• 线性移不变系统 

• 常系数线性差分方程 

• 连续时间信号的抽样 

学习要求：熟练掌握和运用采样定理；掌握离散时间信号与系统的定义；会判定系统的因果性

和稳定性。  

 

1.1 离散时间信号 
一、主要常用序列 

（１）单位脉冲序列 

 

 

 

（２）单位阶跃序列 

 

 

 

 

 

（３）矩形序列 

 

 

 

 

 

 

（４）实指数序列 

 

 

 

 

 

 

 

（５）正弦序列 

x(n) = sin（n ） 

注意：正弦型序列不一定是周期序列 

 

（6）复指数序列 
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当       时 x(n)的实部和虚部，分别是余弦和正弦序列。  

二、序列的运算  

1、序列的移位 y(n)=x(n-m) 当 m 为正时，x(n-m)表示依次右移 m 位； 

x(n+m)表示依次左移 m 位。 

2、序列的相加 z(n)=x(n)+y(n)是指同序号 n 的序列值逐项对应相加得一新序列。 

3、序列的相乘  f(n)=x(n) y(n) 是指同序号(n)的序列值逐项对应相乘。 

4、序列的翻褶  如果有 x(n),则 x(-n)是以 n=0 为对称轴将 x(n)加以翻褶的序列。 

5、序列的累加                    表示 n 以前的所有 x(n)的和。 

6、前向差分和后向差分 

                        （先左移后相减）；                      （先右移后相减）  

7、序列的尺度变换 

抽取：x(n)      x(mn), m 为正整数；  插值： x(n)      x(n/m), m 为正整数。  

 

 

 

    

 

 

 

                                                     

 

 

图 1-1  序列 x(n)及超前序列 x(n+1) 

                                                                 图 1-5  序列 x(n)及其累加序列 y(n) 

 

 

 

 

 

图 1-2  两序列相加 

 

图 1-3  序列 x(n)及翻褶后的序列 x(-n) 

                                  

                                 

                                   

 

 

图 1-7  某序列及其抽取序列 

8、序列的卷积和 

0( )
0 0( ) (cos sin )j n nx n Ae Ae n j n      

0





n

k

kxny )()(

)()1()( nxnxnx  )1()()(  nxnxnx



 7

x(n) 
离散时间系统

    T[x(n)] 
y(n)

 设序列 x(n),  h(n),  它们的卷积和 y(n)定义为 

 

  

卷积和计算分四步：折迭(翻褶),  位移,  相乘,  相加。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1-8  x(n)和 h(n)的卷积和图解 

三、序列的周期性 

如果存在一个 小的正整数 N, 满足 x(n)=x(n+N), 则序列 x(n)为周期性序列, N 为周期。 

四、用单位抽样序列表示任意序列 

1、任意序列可表示成单位抽样序列的位移加权和. 

2.、x(n)亦可看成 x(n)和δ(n)的卷积和 

五、序列的能量 

x(n)的能量定义为 

 

第一章  第二节内容： 
 

1-2   线性移不变系统 
一、线性系统 

    系统实际上表示对输入信号的一种运算，所以离散时间系统就表示对输入序列的运算，即 

 

 

线性系统具有均匀性和迭加性：  

 

 

 

*加权信号和的响应=响应的加权和。 

       *先运算后系统操作=先系统操作后运算。 

二、移不变系统 

   如 T[x(n)]=y(n),则 T[x(n-m)]=y(n-m), 满足这样性质的系统称作移不变系统。 

   即系统参数不随时间变化的系统，亦即输出波形不随输入加入的时间而变化的系统。 

y(n)=T[x(n)] 
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                                     *系统操作=函数操作 

 

三、单位抽样响应与卷积和 

 

 

 

 

第一章  第三节内容： 
 

四.线性移不变系统的性质 

1.交换律 

        

2.结合律 

 

 

 

3.对加法的分配律 

 

 

 

五.因果系统 

某时刻的输出只取决于此刻以及以前时刻的输入的系统称作因果系统。 

             *实际系统一般是因果系统； 

             *对图象、已记录数据处理以及平均处理的系统不是因果系统； 

             * y(n)=x(-n)是非因果系统, 因 n< 0 的输出决定 n>0 时的输入; 

线性移不变因果系统的充要条件为 h(n)=0，n< 0。 

六.稳定系统 

有界的输入产生有界的输出系统。 

   线性移不变稳定系统的充要条件是 

 

第一章  第四节内容： 
1-3 常系数线性差分方程 

离散变量 n 的函数 x(n)及其位移函数 x(n-m)线性叠加而构成的方程. 

一.表示法与解法 

1.表示法 

 

* 常系数：a0,a1,…,aN ; b0,b1,…,bM  均是常数（不含 n）. 

            *阶数：y(n)变量 n 的 大序号与 小序号之差 ，如 N=N-0. 

            *线性：y(n-k),  x(n-m)各项只有一次幂,不含它们的乘积项。 

2.解法 

     时域：迭代法，卷积和法; 
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     变换域：Z 变换法. 

二.用迭代法求解差分方程 

1.“松弛”系统的输出 

   起始状态为零的系统，这种系统用的较多，其输出就是                         。 

   因此，已知 h(n)就可求出 y(n)，所以必须知道 h(n)的求法. 

2.迭代法（以求 h(n)为例） 

   例:  已知常系数线性差分方程为 y(n)-ay(n-1)=x(n)，试求单位抽样响应 h(n). 

   解：因果系统有 h(n)=0,n<0 ;  方程可写作: y(n)=ay(n-1)+x(n) 

 

 

 

 

 

 

注意： 

1.一个常系数线性差分方程并不一定代表因果系统，也不一定表示线性移不变系统。这些都由

边界条件（初始）所决定。 

2.我们讨论的系统都假定：常系数线性差分方程就代表线性移不变系统，且多数代表因果系统。 

三.系统结构 

1.系统的输入与输出的运算关系的表述方法。 

2.差分方程可直接得到系统结构。 

   例：y(n)=b0x(n)-a1y(n-1) 

           用⊕表示相加器； 

           用   表示乘法器； 

           用     表示一位延时单元。 

例：差分方程 y(n)= b0 x(n)-a1y(n-1)表示的系统结构为： 

 

 

 

 

 

1-4  连续时间信号的抽样 

一.抽样器与抽样 
 

1.抽样器 

2. 抽样 

对信号进行时间上的量化， 

这是对信号作数字化处理的 

第一个环节。 
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问题： 

 信号经采样后发生的变化（如频谱的变化）；  

 信号内容是否丢失（采样序列能否代表原始信号、如何不失真地还原信号）；  

 由离散信号恢复连续信号的条件？  

2.实际抽样与理想抽样 

实际抽样：  p(t)为脉冲序列 

抽样器一般由电开关组成，开关每隔Ｔ秒短暂地闭合一次，将连续信号接通，实现一次采样。 
如开关每次闭合τ秒，则采样器的输出是一串重复周期为 T，宽度为τ的脉冲，脉冲的幅度是

这段时间内信号的幅度，如图 1.1(d)，这一采样过程可看作是一个脉冲调幅过程，脉冲载波是

一串周期为 T、宽度为τ的矩形脉冲，以 P(t)表示,调制信号是输入的连续信号 xa(t)，则采样输

出为                             Xp(t)=Xa(t)P(t) 

一般τ很小, τ越小，采样输出脉冲的幅度越接近输入信号在离散时间点上的瞬时值。 

 

理想抽样：             （冲激序列） 

当抽样器的电开关闭合时间 τ→0 时，为理想采样。 

采样序列表示为冲激函数的序列，这些冲激函数准确地出现在采样瞬间，其积分幅度准确地等

于输入信号在采样瞬间的幅度，即：理想采样可看作是对冲激脉冲载波的调幅过程。 

理想采样信号的数学表示：  

用 M(t)表示冲击载波，  
     
则有理想采样信号可表示为： 
 

说明：实际情况下，τ＝0 达不到，但 τ<<T 时，实际采样接近理想采样，理想采样可看作是实

际采样物理过程的抽象，便于数学描述，可集中反映采样过程的所有本质特性，理想采样对 Z

变换分析相当重要。 

3.采样信号的频谱 

1)频谱延拓 

问题：理想采样信号的频谱有何特点，它与连续信号频谱的关系？ 

对理想采样信号进行傅立叶变换，可以证明，理想采样信号的频谱是连续信号频谱的周期延拓，

重复周期为 s(采样频率)，即  

 

其中
 

为理想采样信号的频谱，
 

为连续信号的付氏变换。显然，
 
是频率 

Ω的连续函数。  

 

 

)()( ttp T
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数字角频率 

    如果定义 并且将
 

的自变量用ω表示，周期用ωs表示，则  

ωs=ΩsT=2π  

即
 

的周期为 2π。ω即为数字角频率，它是模拟域频率对采样频率 fs的归一化。数字

角频率代表了序列值变化快慢的速率，它只有相对的时间意义，而没有绝对时间和频率的意义。  
 

2)采样定理  

    如果信号 xa(t)是实带限信号，且 高频谱不超过 s/2，即  

 
 
 
那么理想采样频谱中，基带频谱以及各次谐波调制频谱彼此是不重迭的，用一个带宽为 s/2 的

理想低通滤波器，可以将各次谐波调制频谱滤除，保留不失真的基带频谱，从而不失真地还原

出原来的连续信号。  
    如果信号 高频谱超过 s/2,那么在理想采样 
频谱中, 各次调制频谱就会互相交叠,出现频谱的 
“混淆”现象，如图。为简明起见，图中将 Xa(j) 

作为标量处理，一般 Xa(j)为复数, 交叠也是复数 
相加。当出现频谱混淆后，一般就不可能无失真地 
滤出基带频谱，用基带滤波恢复出来的信号就要失真。 

因此，称采样频率的一半 s/2 为折叠频率，它好 
像一面镜子，信号频谱超过它时，就会被折迭 回来， 
 造成频谱混淆。 
    奈奎斯特采样定理：要使实信号采样后 能够不失 
真还原，采样频率必须大于信号 高频率的两倍  ，即   
Ωs≥2Ωmax。  

实际工作中，为避免频谱混淆，采样频率总是选得 

 比两倍信号 高频率 max 更大些，如 s>(3~5)max。  同时，为避免高于折叠频率的杂散频谱

进入采样器造成频谱混淆，采样器前常常加一个保护性的前置低通滤波器（抗混叠滤波器），阻

止高于 S/2 频率分量进入。  

抗混叠滤波器 
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抗混迭滤波器：理想采样信号的频谱是连续信号频谱以采样频率为周期的周期延拓，为避

免采样信号频谱混迭产生失真而处理频带外的高频分量。   
 

    3)采样信号的拉氏变换  

     理想采样后，信号的拉氏变换在 S 平面上沿虚轴周期延拓，也即
 

在 S 平面上的虚轴

上是周期函数。  

4、采样的恢复（恢复信号） 

如果理想采样满足奈奎斯特定理，信号 高频率不超过折迭频率，即  

 

则理想采样的频谱就不会产生混叠，因此有                ，││< S 
     

可见，将采样信号
 

通过一个理想低通滤波器（只让基带频谱通过），其带宽等于折

迭频率 S/2，频率特性如图 1.5。  

 

 
 
采样信号通过此滤波器后， 

就可滤出原信号的频谱： 
 

也就恢复了模拟信号：y(t)=xa(t)。  

    实际上，理想低通滤波器是不可能实现的，但在满足一定精度的情况下，总可用一个可

实现网络去逼近。  

5、采样内插公式 

问题：如何由采样信号表示连续信号，采样信号
 

通过理想低通滤波器 G(j)的响应是什

么？  

内插公式推导  

 

理想低通 G(j)的冲激响应为  

 

 
 
频域相乘对应时域卷积，利用卷积公式，则采样信号经理想低通后的输出为  

 

 
 
 
 
这里，g(t-nT)称为内插函数，  

 
 
其特点为：在采样点 nT 上，函数值为 1，其余采样点上为零。  

     

将内插函数代入前面的卷积公式，可得采样内插公式：  

 

     采样内插公式告诉我们，连续函数 xa(t)可以由它的采样值 xa(nT)来表示，它等于 xa(nT)乘上

对应的内插函数的总和，即  

 

其中                          为内插函数，如图 1.6。  
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图 1.7 为由采样内插恢复的连续信号。图中，在每一个采样点上，由于只有该采样值对应

的内插函数不为零，所以保证了各采样点上信号值不变，而采样之间的信号则由各采样值内插

函数的波形延伸迭加而成。  

内插公式表明只要满足采样频率高于两倍信号 高频率，整个连续信号就可以用它的采样

值完全代表，而不损失任何信息，这就是奈奎斯特定律。  

 

总结： 

要要想想抽抽样样后后能能不不失失真真的的还还原原出出原原信信号号，，抽抽样样频频率率必必须须大大于于等等于于两两倍倍原原信信号号 高高频频率率分分量量。。

即即                  这这就就是是奈奈奎奎斯斯特特取取样样定定理理。。  

 

例 1.已知一模拟信号 x(t)=3cos(20πt)+5sin(60πt)+10cos(120πt)，fs=50Hz。试求：抽样后的 x(n)，

若从 x(n)信号恢复成连续信号，是否与原模拟信号一样，为什么？  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3.一个声音信号 

x(t)=2Acos(10000πt) +2Bcos(30000πt)+2Ccos(50000πt)+2Dcos(60000πt) 

试问（1）这个信号是由哪些频率构成的？(t:ms) 

（2）信号的哪些部分是可以听到的，为什么？ 

（3）如果前置滤波器的截止频率为 20kHz，听到的是什么？ 

 

 

 

hs  2 .
2
常称作折叠频率s

x(t) 
y(n)

ya(t) 
y(t)  

fs=40kHz

抽样器 

 

D/A 

前置 

滤波器 

  H（f） 
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第一章习题分类： 

• §1.1——1，2，3，4 

• §1.2——5，6，7，8 

• §1.3——9，10 

• §1.4——11 

• 综合题：12 

• 提高题：13 

• 补充题：14 

 

 

 

第二章  z 变换 
• Z 变换 

• Z 反变换 

• Z 变换性质 

• Z 变换，拉氏变换与 DFT 傅里叶变换之间的关系 

• 系统响应与频率响应 

学习要求：熟练掌握付氏变换、Z 变换和系统函数。 

 

2-1  引言 
信号与系统的分析方法有时域、变换域两种。 

一.时域分析法 

1.连续时间信号与系统：信号的时域运算，时域分解，经典时域分析法，近代时域分析法，卷

积积分。 

2.离散时间信号与系统：序列的变换与运算，卷积和，差分方程的求解。 

二.变换域分析法 

1.连续时间信号与系统：信号与系统的频域分析、复频域分析。 

2.离散时间信号与系统：Z 变换，DFT(FFT)。Z 变换可将差分方程转化为代数方程。 

 

2.2  Z 变换 

一、Z 变换的定义 

利用差分方程可求离散系统的结构及瞬态解。为了分析系统的另外一些重要特性，如稳定

性和频率响应等，需要研究离散时间系统的 z变换（类似于模拟系统的拉氏变换），它是分析离

散系统和离散信号的重要工具。  

      一个离散序列 x（n）的 Z 变换定义为                        ，其中 z 为复变量，是

一个以实部为横坐标，虚部为纵坐标构成的平面上的变量，这个平面也称 z 平面。  

双边 z 变换定义为：  
     
单边 z 变换定义为：                       

 

，即只对单边序列（n>=0 部分）进行 z 变换。  

    单边 z 变换可以看成是双边 z 变换的一种特例，即因果序列情况下的双边 z 变换。  

二、z 变换的收敛域 
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一般，序列的 Z 变换                并不一定对任何 z 值都收敛，z 平面上使上述级数

收敛的区域称为“收敛域”。一般 Z变换的收敛域为： Rx-〈|z|〈Rx+  

     我们知道，级数一致收敛的条件是绝对值可和，因此 z平面的收敛域应满足  
 

因为对于实数序列，  

因此，|z|值在一定范围内才能满足绝对可和条件，这个范围一般表示为 Rx-〈|z|〈Rx+ 。 

这就是收敛域，一个以 Rx-和 Rx+为半径的两个圆所围成的环形区域，Rx-  和 Rx+  称为收敛半径，

Rx-和 Rx+的大小，即收敛域的位置与具体序列有关，特殊情况为 Rx-或 Rx+等于 0，这时圆环变成圆

或空心圆。  

 

四种序列的 Z 变换收敛域  
 
a. 有限长序列  

    序列                         ,其 Z 变换               

 

,收敛域为 0<|z|<∞。  
     
 
因为 X(z)是有限项的级数和，只要级数每一项有界，有限项和也有界，所以有限长序列 z 变换

的收敛域取决于|z|-n<∞， ≤n≤ 。  

    显然|z|在整个开域（0，∞）都能满足以上条件，因此有限长序列的收敛域是除 0 及∞两个点

（对应 n>0 和 n<0 不收敛）以外的整个 Z 平面：0<|z|<∞。如果对 n1，n2 加以一定的限制，如

n1≥0 或 n2≤0，则根据条件|z|-n<∞（n1≤n≤n2），收敛域可进一步扩大为包括 0 点或∞点的半

开域：  

例 1、序列 x(n)=δ(n)  

由于 ，其收敛域为整个闭域子平面，0≤|Z|≤∞。  

例 2． 矩形序列 x（n）=RN（n）   
 

等比级数求和  

  

b. 右边序列  

指 x（n）只在 n≥n1，有值，而 n〈n1时，x （n）=0，这时

 其收敛域为收敛半径 Rx-以外的 z 平面，即|z|>Rx-。 

右边序列中 重要的一种序列是“因果序列”即 n1=0 的右边序列，因果序列只在 n≥0 有值，

n〈0 时，x（n）=0，其 z 变换为：                    

z 变换的收敛域包括∞点是因果序列的特征。  

证明：  

    如果 n1<0,则选择任一整数 n2>0,使得  

由于第一项为有限长序列的 Z 变换，在（0，∞）收敛。对于第二项，总能在（0，∞）找到|z|=R
（如 R≥2MAX[X(n)])满足                  所以 X(z)在|z|=R 上收敛。  

     

由此可进一步证明，在 R 圆以外，即 R<|z|<∞，x（Z）也必收敛。  

     再看第二项，由于 n>n2≥0，|Z|>R，因此|z|
-n
<R

-n
，故  
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∴  

由此证明右边序列的收敛域为|z|〉Rx-。  

 

c. 左边序列  

    序列 x（n）只在 n≤n2有值，n〉n2时，x（n）=0    

其收敛域在收敛半径为 Rx+的圆内，即|Z|〈Rx+。  

证明：     如 x（z）在|z|=R 上收敛，即  

则在 0〈|z|〈R 上也必收敛，任选一整数 n1≤0，  

∴ 整个级数在|z|〈R 上有                   收敛域|z|<Rx+。  
 

d. 双边序列  

    可看作一个左边序列和一个右边序列之和，因此双边序列 z 变换的收敛域是这两个序列

z 变换收敛域的公共部分。  

 

    如果 Rx+>Rx-，则存在公共的收敛区间，X（z）有收敛域， Rx-<|z|<Rx-  

如果 Rx+<Rx-，无公共收敛区间，X（z）无收敛域，不收敛。  

 

z 变换收敛域的特点：  

• 收敛域是一个圆环，有时可向内收缩到原点，有时可向外扩展到∞，只有 x（n）=δ（n）

的收敛域是整个 z 平面；  

• 在收敛域内没有极点，x（z）在收敛域内每一点上都是解析函数。  

z 变换表示法： 

• 级数形式；  

• 解析表达式（注意只表示收敛域上的函数，同时要注明收敛域）。  

 

2.3  反 Z 变换 

已知函数 X(z)及其收敛域，反过来求序列 x(n)的变换称为逆 z变换，常用 Z
-1
[X(z)]表示。  

若   

 

则逆 z 变换的一般公式为  

 

逆 z 变换是一个对 X（z）z
n-1
进行的围线积分，积分路径 C 是一条在 X（z）收敛环域（Rx-，Rx+）

以内反时针方向绕原点一周的单围线。  

证明：  

设积分路径 C 在半径为 R的圆上，k=n-m，即 z=Re
jθ
，  Rx-<R<Rx+，则  

 

这个公式称为柯西积分定理。  
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因此

 

 

 

或     

 

直接计算围线积分比较麻烦，一般不采用此法求 Z 反变换。  

 

    求解逆 z 变换的常用方法有：  

 幂级数  

 留数定律法  

 部分分式法  

    如果得到的 z 变换是幂级数形式的，则可以看出，序列值 x(n)是幂级数 

 

 

中 z
-n
项的系数，如果已经给出 X(z)的函数表示，我们常常可以推导它的幂级数展开式或者利

用已知的幂级数展开式。用长除法可获得幂级数展开式。 

    对于有理的 z 变换，围线积分通常可用留数定律计算，x(n)＝∑Res[X(z)z
n-1 

，zk]，即为

X(z)z
n-1
在围线 C 内所有极点{zk}上留数值的总和。 

    如果 zk是单阶极点，则 Res[X(z)z
n-1 

，zk]＝(ｚ－zk) X(z)z
n-1

│ｚ =zk；
 

    如果 zk是 N 阶极点，则
 。

 

    常用序列 z 变换： 

 

 

 

2.4 z 变换的性质 

    z 变换的许多重要性质在数字信号处理中常常要用到。  

序列 z 变换 收敛域 

1)x(n) X(z) Rx-< |z| <Rx+ 

2)y(n) Y(z) Ry-< |z| <Ry+ 

3)ax(n)+by(n) aX(z)＋bY(z) max[Rx-+Ry-]<|z|<min[Rx+,Ry+] 

4)x(n+no) znoX(z) Rx-< |z| <Rx+ 

5)anx(n) X(a-1z) |a|Rx-< |z| <|a|Rx+ 

6)nx(n) 
 

 
Rx-< |z| <Rx+ 

7)x*(n) X*(z*) Rx-< |z| <Rx+ 

8)x(-n) X(1/z) 1/Rx-< |z| <1/Rx+ 

9)x(n)*y(n) X(z)Y(z) max[Rx-+Ry-]<|z|<min[Rx+,Ry+] 

10)x(n)y(n) 
 

 
Rx-Ry-< |z| <Rx+Ry+ 

11)x(0)=x(∞)   (因果序列)|z|>Rx- 

12)x(∞)=Res[X(z),1]   (z-1)X(z)收敛于|z|≥1 

    z 变换的性质可由正反 z 变换的定义直接推导而得。  
    

 例：性质 5）  
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     性质 6）  
 
 
帕塞伐尔（Parseval）定理——z 变换的重要性质之一  

    若有两序列 x（n），y（n），且  

X（z）=Z[x（n）]             Rx-〈|z|〈Rx+  

Y（z）=Z[y（n）]             Ry-〈|z|〈Ry+  
     
它们的收敛域满足条件：Rx- Ry-〈1， Rx+Ry+〉1  
则                                              
 

，C 所在收敛域在 X(v)和 Y*(1/v*)两者收敛区域的重迭范围内 Max[Rx-,1/Ry+]< |v| 

<min[Rx+,1/Ry-]。

 

 

证明：     令 w（n）=x(n)*y(n)     利用复序列共轭及复数乘积特性：  

 

则     
 
 
由于假设条件中已规定收敛域满足  Rx-Ry-〈1〈Rx+Ry+  

因此|z|=1 在收敛域内，即 W(z)在单位圆上收敛，W(z)|z=1 存在，   

 

 

又因

 

 
 
因此                                                               

 。

  

证毕。

  

如果 X(v)、Y(v)在单位圆上收敛，则选取单位圆为围线积分途径，这时 v=ejω
  

 

序列能量的计算：

     

Parseval 定理的一个重要应用是计算序列能量。

  

因     
 

     
 
可见，时域中对序列求能量与频域中求能量是一致的。  
 
 

2.5 Z 变换，拉氏变换与 DFT 傅里叶变换之间的关系 
 
序列的 z 变换： )()( zXnx    即 






n

nznxX(z) )(  

连续时间信号的 Laplace 变换： )(sX(t)x aa   即 dte  (t)x(s)X st

- aa


  

连续时间信号的 Fourier 变换： )(  jX(t)x aa 即 dte  (t)x)(jX tj

- aa


  

一. Z 变换与拉氏变换的关系 

1.理想抽样信号的拉氏变换 

设      为连续信号，    为其理想抽样信号，它们的 Laplace 变换分别为： )]([ tx(s)X aa   )(txa )(ˆ txa
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则 dte  (t)x(s)X st

- aa





  而 

故 

 

 

 

 

 

 

 

序列 x(n)的 z 变换为               ，考虑到             ,显然，当       时，序列 x(n) 的 

z 变换就等于理想抽样信号的拉氏变换。 

 
 
2.  Z 变换与拉氏变换的关系( S、Z 平面映射关系） 
  S 平面用直角坐标表示为： 

 Z 平面用极坐标表示为： 
  又由于            所以有： 
因此，             ;这就是说，Z 的模只与 S 的实部相对应, Z 的相角只与 S 虚部Ω相对应。 
(1).r 与σ的关系 
σ=0,即 S 平面的虚轴   r=1,即 Z 平面单位圆； 
σ<0,即 S 的左半平面   r<1,即 Z 的单位圆内； 
σ>0, 即 S 的右半平面  r>1,即 Z 的单位圆外。 
(2).ω与Ω的关系（ω=ΩT） 
Ω= 0，S 平面的实轴，   
ω= 0，Z 平面正实轴； 

0 (常数)，S:平行实轴的直线，  

T0 , Z: 始于原点的射线； 

            S:宽    的水平条带，  
             整个 z 平面. 
二. Z 变换和傅氏变换的关系 
连续信号经理想抽样后,其频谱产生周期延拓， 
即  
 
我们知道,傅氏变换是拉氏变换在虚轴 S=jΩ 
的特例,因而映射到 Z 平面上为单位圆。因此, 

 
 

这就是说,（抽样）序列在单位圆上的 Z 变换,就等于理想抽样信号傅氏变换。 
用数字频率ω作为 Z 平面的单位圆的参数，ω表示 Z 平面的辐角，模拟频率 Ω为 s 平面虚轴，

则 有          
 
 
 
 

所以，序列在单位圆上的 Z 变换为序列的傅氏变换。 
 

第一章  第四节内容： 
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1.4 系统函数与频率响应 

一、系统函数 

1、定义  

    我们知道，用单位脉冲响应 h(n)可以表示线性时不变离散系统，这时  

y（n）=x（n）*h（n）  

两边取 z 变换  Y(z)=X(z)H(z)  
则           

 

定义为系统函数。它是单位脉冲响应的 z 变换。单位圆上的系统函数 z=e
jω
就

是系统的频率响应。所以可以用单位脉冲响应的 z 变换来描述线性时不变离散系统。  

2、几种常用系统  

因果系统——单位脉冲响应 h（n）是因果序列的系统，其系统函数 H(z)具有包括∞点的收

敛域：Rx- <|Z|≤∞  

稳定系统：单位脉冲响应 h（n）满足绝对可和， 

因此稳定系统的 H（z）必须在单位圆上收敛，即 H(ejω)存在。  

因果稳定系统： 普遍 重要的一种系统，其系统函数 H（z）必须在从单位圆到∞的整个

领域收敛，即 1≤∣Z|≤∞ ， H（z）的全部极点在单位圆以内。因此，因果稳定系统的系统

函数的全部极点必须在单位圆以内。  

3、差分方程与系统函数 

    我们知道，线性时不变离散系统也可用差分方程表示，考虑 N 阶差分方程 

 

两边取 z 变换：                          

于是

 

 
上式的分子与分母多项式也可用因子的形式来表示 
 
式中{ci}是 H（z）在 z 平面上的零点，{di}是 H（z）在 z 平面上的极点，因此，除比例常数 A
以外，整个系统函数可以由全部零、极点来唯一确定。  
4、系统函数的收敛域  

    用系统函数 H（z）表示一个系统时，H（z）的收敛域对确定系统性质很重要。相同的

系统函数,收敛域不同,所代表的系统可能完全不同。  

   例 1：已知系统函数为  
 
求系统的单位脉冲响应及系统性质。  

     系统函数 H（z）有两个极点，z1=0.5  ,z2=10。收敛域包括∞点，因此系统一定是因果系统，

但单位圆不在收敛域内，因此可判定系统是不稳定的。  
  
  
 

   例 2：系统函数不变,但收敛域不同

  

 
 
求单位脉冲响应及系统性质。  

 

    解:  收敛域是包括单位圆而不包括∞点的有限环域，判定系统是稳定的,但是非因果的。  

    用留数定理求 H(z)的反变换:  

注意到极点 z2=10 在积分围线（收敛域内的围线）以外,并且要考虑 n<0 时,  

                                     有一 n 阶极点出现在 z=0 处，因此
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由于存在 u(-n-1)项，因此系统是非因果的，同时也不难证明 h(n)是绝对可积的，所以系统是

稳定的.以上两例表明,同一个系统函数,由于收敛域不同,它们所代表的系统完全不同。  
二、系统频响的几何确定法  

    用极点和零点表示系统函数的优点是，它提供了一种有效的求系统频率响应的几何方法。  

    一个 N 阶的系统函数可用它的零极点表示为  

 

系统的频响为: 

在 z 平面上,e
jω
-ci可用一根由零点 ci指向单位圆上 e

jω
点的向量

 
来表示，而 e

jω
-di可用极点

di指向 e
jω
的向量

 
表示 。 

 

于是 

  

  

令                                               则    
 

 

分析上式表明，频响的模函数由从各零、极点指向 e
jω
点的向量幅度来确定，而频响的相位函数

则由这些向量的幅角来确定，当频率ω由 0—2π时，这些向量的终端点沿单位圆反时针方向旋

转一圈，由此可估算出整个系统的频响来。  

     其基本原理是，当单位圆上的 e
jω
点在极点 di附近时，向量 短，qi出现极小值，频响在这

附近可能出现峰值，且极点 di越靠近单位圆，qi的极小值越小，频响出现的峰值越尖锐，当 di

处在单位圆上时，qi的极小值为零，相应的频响将出现∞，这相当于在该频率处出现无耗（Q=

∞）谐振，当极点超出单位圆时系统就处于不稳定状态。对于现实系统，这是不希望的。  

    对于零点位置，频响将正好相反，e
jω
点越接近某零点 ci，频响越低，因此在零点附近，频响

出现谷点，零点越接近单位圆，谷点越接近零，零点处于单位圆上时，谷点为零，即在零点所

在频率上出现传输零点，零点可以位于单位圆以外，不受稳定性约束。  

    这种几何方法为我们认识零、极点分布对系统性能的影响提供了一个直观的概念，这一概念

对系统的分析和设计都十分重要。  

例 3.  有限长单位脉冲响应                            0<a<1  

求其频率响应特性。  

    解：  

 

 

如果 a 为正实数，H（z）的零点为  

这些零点分布在|z|=a 的圆周上，对圆周进行 M

等分，它的第一个零点 k=0，恰好与分母上的极

点（z-a）抵消，因此，整个函数 H（z）共有  
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 左图给出 M=8，0〈a〈1时的系统特性，幅频的峰值出现在ω=0，因为该处无零点（被极点

对消），每一零点附近的频率响应均有陷落，呈现出 M 次起伏，当 M无限增大时，波纹趋于平

滑，系统函数趋于书上例 4 一阶系统的结果。  

  

 

 

 

 

第三章  第一节内容： 

第三章 离散付里叶变换 
 

• 离散付里叶级数（DFS）——周期序列 
• 离散付里叶变换（DFT） 

学习要求：熟练掌握和运用 DFT 及其有关性质。 
引言： 
一、DFT 是重要的变换  
    1.分析有限长序列的有用工具。 
    2.在信号处理的理论上有重要意义。 
    3.在运算方法上起核心作用，谱分析、卷积、相关都可以通过 DFT 在计算机上实现。 
二、DFT 是现代信号处理桥梁       
   DFT 要解决两个问题： 
   一是离散与量化， 
   二是快速运算。  
傅氏变换的几种可能形式： 
一. 非周期连续时间、连续频率的傅氏变换----傅氏变换 

                        
                                                      
                         
                            
                            
                           
                           

二. 周期连续时间、离散频率的傅里叶变换-----傅氏级数 
 
                                

                                                 *时域周期为 Tp,    

                                                        频域谱线间隔为 2π/Tp  
      
 
 
 
 

三. 离散时间、周期连续频率的傅氏变换----序列的傅氏变换 
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四. 离散时间、离散频率的傅氏变换----DFT 
 
 
 
 
 
 

 
结论: 
                 时间函数                          频率函数  
              连续、非周期性                   非周期、连续 
              连续、  周期性                   非周期、离散 
              离散、非周期性                    周期、连续 
              离散、  周期性                    周期、离散 

 
3-1 周期序列的离散付里叶级数（DFS） 

前面我们讨论用付里叶变换和 z 变换来描述一般的序列和线性时不变离散系统。但有时序

列是有限长序列，如 FIR 系统的单位脉冲响应就是一个有限长序列。对于这种情况，正如本章

要讨论的，可以导出另一种付里叶表示式，称作离散付里叶变换(DFT)。离散付里叶变换是有限

长序列付里叶表示式，它本身也是一个序列，而不是一个连续函数，它相当于把信号的付里叶

变换进行等频率间隔取样。离散付里叶变换除了作为有限长序列的一种付里叶表示式在理论上

相当重要外，由于存在计算离散付里叶变换有效算法，因而其在实现各种数字信号处理算法时

起着核心作用。 
    为了便于更好地理解 DFT 的概念，先讨论周期序列及其离散付里叶级数（DFS）表示。  

离散付里叶级数（DFS）  

    我们用
 

来表示一个周期为 N的周期序列，即  

                                        ， k 为任意整数，N 为周期。  

    一个周期序列的离散付里叶级数为：  

    系数 本身也是一个周期序列，周期为 N。（系数     的求解）  

    说明：  

周期序列不能进行 Z 变换，因为其在 n=-到+都周而复始永不衰减，在整个 z 平面上任何

地方找不到一个衰减因子│z│能使序列绝对可和： 
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频域的周期为时域的离散间隔为

为函数，频域的离散间隔时域是周期为
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 即 z 平面上没有收敛域。但是，正象连续时间周期信号可用付氏级数表达，周期序列也可

用离散的付氏级数来表示，也即用周期为 N 的正弦序列来表示。  

    周期为 N 的正弦序列其基频成分为：
 

 

    K 次谐波序列为：
 

 

    但离散级数所有谐波成分中只有 N 个是独立的，这是与连续付氏级数的不同之处，因为         

    因此     

    将周期序列展成离散付里叶级数时，只要取 k=0 到(N-1)这 N 个独立的谐波分量，N 以

上的部分都可合并到这 N 个独立的谐波分量中，所以一个周期序列的离散付里叶级数只需包含

这 N 个复指数。  

    周期序列的离散付里叶级数(DFS)变换对：  
 

 

说明。

 习惯上：记 ，称为旋转因子，则 DFS 变换对可写为  

 

DFS[·] ——离散付里叶级数变换  

IDFS[·]——离散付里叶级数反变换  

    DFS 变换对公式表明，一个周期序列虽然是无穷长序列，但是只要知道它一个周期的内

容（一个周期内信号的变化情况），其它的内容也就都知道了，所以这种无穷长序列实际上只有

N 个序列值的信息是有用的，因此周期序列与有限长序列有着本质的联系。  

DFS 的主要特性。  

假设 都是周期为 N 的两个周期序列，各自的离散付里叶级数为： 

                                         a,b 为任意常数 

    1）线性

      

    2）序列移位  

    移位序列——证明 

因为 及
 

都是以 N 为周期的函数，所以有 

    

 

由于 与 对称的特点，同样的方法可证明  
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     3）周期卷积  

    若
，则                                        ，

  

或                   。  

证明：

 

 

          

 

          

 

这是一个卷积公式，但与前面讨论的线性卷积的差别在于，这里的卷积过程只限于一个周期内

（即 m=0~N-1），所以称为周期期卷积。  

    由于 DFS 与 IDFS 的对称性，对周期序列乘积，存在着频域的周期卷积公式：  

若   

则  
 

 

第三章  第二节内容： 
3-2 离散付里叶变换（DFT） 

    从上节的讨论，我们知道周期序列实际上只有有限个序列值有意义，因此它的许多特性

可沿用到有限长序列上。  

离散付里叶变换 

周期序列的主值区间和主值序列。  

定义一个有限长序列 x(n)，长为 N，  

（只有 n=0～N-1 个点上有非零值，其余为零.）

  

    为了利用周期序列的特性，假定周期序列
 

，是由有限长序列 x(n) 以周期为 N 延

拓而成的，它们的关系为：  

对于周期序列     ，定义其第一个周期 n=0～N-1 为    
 
的“主值区间”，主值区间上的序列

为主值序列 x(n)。x(n)与    的关系可描述为：  

数学表示式为：

 

 

其中 RN（n）为矩形序列，符号（（n））N 是余数运算表达式，表示 n 对 N求余数。  

    例： 是周期为 N=8 的序列，求 n=11 和 n=-2 对 N 的余数  

 

因此  

的主值区间和主值序列：  

    周期序列
 
的离散付氏级数 也是一个周期序列，因而也可给它定义一个主值区

间 0≤k≤N-1 和主值序列 X(k)。  

有限长序列离散付里叶变换。  
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    考虑到周期序列的离散付里叶级数变换（DFS）和反变换（IDFS）公式中，求和都只限于主

值区间（求和 0～N-1），它们完全适用于主值序列 x(n)与 X(k)，因而我们可得到一个新的定义

——有限长序列离散付里叶变换定义。 

    长度为 N 的有限长序列 x(n)，其离散付里叶变换 X(k)仍是一个长度为 N 的频域有限长

序列，它们的关系为  

    x(n)与 X(k)是一个有限长序列离散付里叶变换对，已知 x(n)能唯一地确定 X(k)，同样

已知 X(k)也能唯一地确定 x(n)，实际上 x(n)与 X(k)都是长度为 N 的序列（复序列）都有 N 个

独立值，因而具有等量的信息。  

    例：              

 

是一个 N=12 的有限长序列，由 DFT 得

 

                  。 

DFT 特性 

    DFT 的一些主要特性都与周期序列的 DFS 有关。  

    假定 x(n)与 y(n)是长度为 N的有限长序列，其各自的离散付里叶变换分别为  

     X(k)=DFT[x(n)]，    Y(k)=DFT[y(n)]  

(1)线性性  

    DFT[ax(n)+by(n)]=aX(k)+bY(k)  ,a,b 为任意常数  

(2)圆周移位  

    有限长序列 x(n)的圆周移位定义为：f(n)=x((n+m))NRN(n)  

    图的说明：x((n+m))N表示 x(n)的周期延拓序列 的移位：x((n+m))N=  

    x((n+m))NRN(n)表示对移位的周期序列 取主值序列。所以 f(n)仍然是一个长

度为 N 的有限长序列。f（n）实际上可看作序列 x（n）排列在一个 N 等分圆周上，并向左旋转

m 位。  

    序列圆周移位后的 DFT 为：F(k)=DFT[f(n)]=WN
-mk
X(k)  

    证：利用周期序列的移位特性：  

利用
 

 

 

 

    实际上，利用 WN
-mk
的周期性，将 f(n)=x((n+m))NRN(n)代入 DFT 定义式，同样很容易证

明。  

    同样，对于频域有限长序列 X(k)的圆周移位，有如下反变换特性  

IDFT[X((k+l))NRN(k)]=W
nl

Nx(n)  

  (3)圆周卷积  

    若 F（k）=X（k）Y（k）  

    则

 

 

    或

 

 

    证：这个卷积可看作是周期序列
 

卷积后再取其主值序列。将 F（k）周期延

拓，得  

    则根据 DFS 的周期卷积公式：  

    因 0≤m≤N-1 时，x((m))N=x(m)，因此  

经过简单的换元可证明  

这一卷积过程与周期卷积是一样的，只是在这里只取结果的主值序列。由于卷积过程只在主值

区间 0≤m≤N-1 内进行，所以，y((n-m))N实际上就是 y（m）的圆周移位，上面的卷积称为“圆

周卷积”，习惯上常用符号" "表示圆周卷积，以区别于线性卷积。  
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    同样，若 f(n)=x(n)y(n) 则

 

 

 

 

所以，离散时间序列（或离散傅立叶变换）的圆周卷积与离散傅立叶变换（或离散时间序

列）的乘积相对应。这就说明圆周卷积的运算可利用离散傅立叶变换转换成乘积实现。（傅立叶

变换的应用）      
(4)有限长序列的线性卷积与圆周卷积（圆周卷积的应用）  

    有限长序列的线性卷积等于圆周卷积，而不产生混淆的必要条件是延拓周期 L≥N+M-1,

其中 N、M 为两个有限长序列的长度。  

    问题的产生：  

    实际应用中，大多数是求解线性卷积，如信号 x（n）通过系统 h（n），其输出就是线性

卷积 y（n）=x（n）*h（n）。而圆周卷积比起线性卷积，在运算速度上有很大的优越性，它可

以采用离散傅立叶变换的乘积实现，而快速付里叶变换（FFT）技术又大大提高了离散傅立叶变

换的计算速度，所以若能利用圆周卷积求线性卷积，会带来很大的方便。  

    问题：如果 x（n）和 h（n）为有限长序列，在什么条件下，x（n）与 h（n）的线性卷

积能用圆周卷积代替而不产生失真？  

    分析：  

    假定 x（n）为有限长序列，长度为 N  

         y（n）为有限长序列，长度为 M  

它们的线性卷积 f（n）=x（n）*y（n）也应是有限长序列，  
 

    对于 x（m），其非零区间为 0≤m≤N-1，对于 y(n-m)其非零区间为 0≤n-m≤M-1。这两

个不等式相加，得：0≤n≤N+M-2，在这区间以外不是 x（m）=0，就是 y（n-m）=0，因而 f（n）

=0。因此 f（n）是一个长度为 N+M-1 的有限长序列。  

    再看圆周卷积，重新构造两个序列 x（n）、y（n），均为长度为 L≧max{N,M}的有限长序

列，在这两个 L 长序列中，x（n）只有前 N 个是非零值，后 L-N 个为补充的零值，同样，y（n）

只有前 M 个是非零值，后 L-M 个为补充的零值。为了分析 x（n）与 y（n）的圆周卷积，先看 x

（n），y（n）的周期延拓：  

它们的周期卷积为

 

 

 

其中 f（n）就是线性卷积，也就是说，x（n）、y（n）周期延拓后的周期卷积是 x（n）、y（n）

线性卷积的周期延拓，周期为 L。  

    根据前面的分析，f（n）具有 N+M-1 个非零序列值，因此，如果周期卷积的周期 L<N+M-1，

那么 f（n）周期延拓后，必然有一部分非零序列值要重叠，出现混淆现象，只有 L≥N+M-1 时，

才不会产生交叠，这时 f（n）的周期延拓
 

中每一个周期 L 内，前 N+M-1 个序列值是 f（n）

的全部非零序列值，而剩下的 L-（N+M-1）点上的序列则是补充的零值。而圆周卷积正是周期

卷积取主值序列：  

    所以使圆周卷积等于线性卷积而不产生混淆的必要条件是 L≥N+M-1。  

  (5)共轭对称性  

    设 x
*
(n)为 x(n)的共轭复数序列，则 DFT[x

*
(n)]=X

*
(N-k)  

证明：DFT[x
*
(n)]

 

     0≤k≤N-1  

    由于
 

 

    因此 DFT[x
*
(n)]

 
]
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    值得说明的是，当 k=0 时，应为 X
*
(N-0)=X

*
(0)，因为按定义 X（k）只有 N 个值，即 0

≤k≤ N-1，而 X(N)已超出主值之间，但一般习惯于认为 X（k）是分布在 N 等分的圆周上，它

的末点就是它的起始点，即 X(N)=x(0)，因此仍采用习惯表示式 DFT[x
*
（n）]= X

*
(N-k)。  

    今后在所有对称特性讨论中，凡遇到 X(N)均应理解为 X(N)=x(0)。  

    DFT 形式下的 Paseval 定理  

                               可利用圆周卷积和共轭对称特性证明之。

  

     

    显然，当 y（n）= x（n）时，即为有限长序列的能量 

 

 

    复序列的实部与虚部的 DFT 变换：以 xr(n)和 xi(n)表示序列 x(n)的实部与虚部，则

  

 

    显然，
    

                    

证明     
 因 x(n)=xr(n)+jxi(n)，所以

 

 

以 Xe（k）和 X0（K）表示实部与虚部序列的 DFT，则 

 

 

    Xe(k)与 Xo(k)对称特性： 

    因
 

 

    故
,因此 Xe(k)具有共轭偶对称特性，称 Xe(k)为 X(k)的共轭偶对称

分量。
 

    同样的方法可得到 X0(k)=-X
*
0(N-k),即 Xo(k)具有共轭奇对称特性，称 Xo(k)为 X(k)的共

轭奇对称分量。
 

    对于纯实数序列 x（n），即 x（n）=xr（n），X（k）只有共轭偶对称部分，即 X（k）=Xe

（k），所以，实数序列的 DFT 满足共轭对称性，利用这一特性，只要知道一半数目的 X（k），

就可得到另一半的 X（k），这一特点在 DFT 运算中可以加以利用，以提高运算效率。
 

    X（k）的实部、虚部与 x（n）的共轭偶部与共轭奇部的关系：根据 x（n）与 X（k）的

对称性，同样可找到 X（k）的实部、虚部与 x（n）的共轭偶部与共轭奇部的关系。 

    分别以 xe（n）及 x0（n）表示序列 x（n）的圆周共轭偶部与圆周共轭奇部： 

 

    同样应从圆周意义上理解 x（N-0）=x（0）。可以证明: 

DFT[xe（n）]=Re[X（k）]  DFT[x0（n）]=jIm[X（k）]  

(6)选频性  

    对复指数函数
 

进行采样得复序列 x(n)  

   0≤n≤N-1  

其中 q 为整数。当ω0=2π/N 时，
 

,其离散付里叶变换为  

     

    可见，当输入信号的频率为 qω0时，X(K)的 N 个值中只有 X（q）=N，其余皆为零，如

果输入信号为若干个不同频率的信号的组合，经离散付里叶变换后，不同的 k 上，X（k）将有

一一对应的输出，因此，离散付里叶变换实质上对频率具有选择性。  

（7）DFT 与 Z 变换  
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    有限长序列可以进行 z 变换

 。

  

       比较 z 变换与 DFT 变换，可见，当 z=w
-k
N时，  

, 即 
 

    ， 是 z 平面单位圆上幅角为
 

的点，即将 z 平面上

的单位圆 N等分后的第 k 点，所以 X(k)也就是 z

变换在单位圆上等距离的采样值，如图 2.4 所示。
  

同样，X（k）也可看作是序列付氏变换 X（e
jω
）

的采样，采样间隔为ωN=2π/N,
 

 

  小结：  

第一章讨论的采样定律，采样定律告诉我们，

一个频带有限的信号，可以对它进行时域采样而

不丢失任何信息，现在 DFT 变换进一步告诉我们，

对于时间有限的信号（有限长序列），也可以对其

进行频域采样，而不丢失任何信息，这正反应了

傅立叶变换中时域、频域的对称关系。但是它却

有十分重要的意义，我们看到，由于时域上的采样，使我们能够采用数字技术来处理这些时域

上的信号（序列），而 DFT 理论使得不仅在时域，在频域也可采用数字处理技术。  

 

第三章  第三节内容： 
3-3 快速傅里叶变换（FFT） 

• 按时间抽选（DIT）的基-2 FFT 算法 

• 线性卷积与线性相关的 FFT 算法 

学习要求：掌握 FFT 的基本思想和运算规律；能熟练运用 FFT 进行信号频谱分析。 

 
     快速付里叶变换（FFT）是计算 DFT 的一种快速有效方法。  

    从前面的讨论中看到，有限长序列在数字技术中占有很重要的地位。有限长序列的一个

重要特点是其频域也可以离散化，即离散付里叶变换（DFT）。  

    数字信号处理中 DFT 运算的用途：  

 在 FIR 滤波器设计中，经常要由 h（n）求 H（k），或从 H(k)求 h(n)；  

 因为信号序列的DFT本身就是信号频谱的采样集，所以DFT可直接用于分析信号的频谱。

频谱分析在数字信号处理中用途广泛：如通过语言信号的频谱分析实现语音通讯的频带

压缩、声纳信号的频谱分析用以区分水面与水下目标、在各种测量仪器中，频谱分析用

得更多，这些都需要 DFT 运算。  

虽然频谱分析和 DFT 运算很重要，但在很长一段时间里，由于 DFT 运算复杂，并没有得到

真正的运用，而频谱分析仍大多采用模拟信号滤波的方法解决，直到 1965 年首次提出 DFT 运算

的一种快速算法以后，情况才发生了根本变化，人们开始认识到 DFT 运算的一些内在规律，从

而很快地发展和完善了一套高速有效的运算方法——快速付里变换（FFT）算法，FFT 的出现，

使 DFT 的运算大大简化，运算时间缩短一～二个数量级，使 DFT 的运算在实际中得到广泛应用。 

 
3.3.1 按时间抽选（DIT）的基-2 FFT 算法 

DFT 运算的特点 

    首先分析对限长序列 x（n）进行一次 DFT 运算所需的运算量。 
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一般，x(n)和 w
nk

N都是复数，因此，每计算一个 X（k）值，要进行 N 次复数相乘，和 N-1 次复

数相加，X（k）一共有 N个点，故完成全部 DFT 运算，需要 N
2
次复数相乘和 N（N-1）次复数相

加，在这些运算中，乘法比加法复杂，需要的运算时间多，尤其是复数相乘，每个复数相乘包

括 4 个实数相乘和 2 个实数相加，每个复数相加包括 2 个实数相加，例如  

 

所以，每计算一个 X（k）要进行 4N 次实数相乘和 2N+2(N-1)=2(2N-1)次实数相加，因此，整个

DFT 运算需要 4N
2
实数相乘和 2N（2N-1）次实数相加。 

    从上面的分析看到，在 DFT 计算中，不论是乘法和加法，运算量均与 N
2
成正比，因此，

N 较大时，运算工作是十分可观，例，计算 N=10 点的 DFT，需要 100 次复数相乘，而 N=`1024

点时，需要 1048576（一百多万）次复数乘法，如果信号要求实时处理，则要求有很快的计算

速度才能完成上述计算量。 

反变换 IDFT 与 DFT 的运算结构相同，只是多乘一个常数 1/N，所以二者的计算量相同。 

FFT 算法的基本思想：  

    仔细考察 DFT 与 IDFT 的运算发现，利用以下两个特性可减少运算量：  

    1）系数
 

是一个周期函数，它的周期性和对称性可利用来改进运算，提高

计算效率。  

    例
 ，又如 因此 

 

    利用这些周期性和对称性，DFT 运算中有些项可合并；
  

    2）利用 WN
nk
的周期性和对称性，把长度为 N 点的大点数的 DFT 运算分解为若干个小点

数的 DFT。因为 DFT 的计算量正比于 N
2
，N 小，计算量也就小。  

    FFT 算法正是基于这样的基本思想发展起来的。它有多种形式，但基本上可分为两类，

时间抽取法和频率抽取法。  

按时间抽取的 FFT（N 点 DFT 运算的分解）  

    先从一个特殊情况开始，假定 N 是 2 的整数次方，N=2
M
，M：正整数  

    将 N 点的 DFT 分解为两个 N/2 点的 DFT：  

    首先将序列 x（n）分解为两组，一组为偶数项，一组为奇数项  

      r=0,1，…，N/2-1

  

将 DFT 运算也相应分为两组：

 

 

                                 

           (1)

  

其中 X1（k）和 X2（k）分别是 x1（r）和 x2（r）的 N/2 点 DFT。  

推导          
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因为
 

 

故

 

 

其中 X1（k）和 X2（k）分别是 x1（r）和 x2（r）的 N/2 点 DFT： 

 

 

    可见，一个 N 点的 DFT 可以分解为两个 N/2 点的 DFT，这两个 N/2 点的 DFT 再按照上面

（1）式合成为一个 N 点 DFT，注意到，X1（k），X2（k）有 N/2 个点，即 k=0，1，…，N/2-1，

由（1）式得到 X（k）只有 N/2 点，而实际上 X（k）有 N 个点，即 k=0，1，…，N-1，要用 X1

（k），X2（k）表示全部 X（K）值，还必须应用系数 w 的周期性和对称性。 

X(k)的(N/2)～N-1 点表示：  

    由 X(k)= X1（k）+w
k
N X2（k）,   k=0,1,2,…,N/2-1  （2a）  

    得：

 ，

因为
 ,

  

    且
  

    同样
 。

 
    考虑到 WN

k
对称性： 。

  

    故

  

（2b）  

    （2a）式表示了 X（k）前半部分 k=0～N/2-1 时的组成方式，（2b）式则表示了后半部

分 k=N/2～N-1 时的组成方式。这两式所表示的运算过程可用一个称作蝶形的信号流图来表示。  

 

蝶形信号流图：  

 
    如图 1（a）所示，图中左面两支为输入，中间以一个小圆圈表示加、减运算，右上支

为相加输出，右下支为相减输出，如果在某一支路上信号需要进行乘法运算，则在该支路上标

以箭头，并将相乘的系数标在简头边，这样（2a），（2b）所表示的运算，可用图 1（b）所表示

的“蝶形结”来表示。采用这种表示法，可将以上以讨论的分解过程用计算流图来表示。  
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图 2.6 所示为 N=2
3
=8 的例子。通过这样分解以后，每一个 N/2 点 DFT 只需要(N/2)

2
= N

2
/4 次复

数乘法运算，两个 N/2 点的 DFT 需要 2(N/2)
2
= N

2
/2 次复乘，再加上将两个 N/2 点 DFT 合成为 N

点 DFT 时，在蝶形结前的 N/2 次复乘，共需要(N/2)
2
+N/2≈ N

2
/2 次复乘，由此可见，经过这样

的分解处理，运算量差不多节省了一倍。  

将 N/2 点的 DFT 分解为两个 N/4 点的 DFT：  

    既然这样分解是有效的，由于 N=2
M
，N/2 仍然是偶数，因此可对两个 N/2 点的 DFT 再分

别作进一步分解，例如对 x1（r）和 x2（r）可以再按其偶数部分及奇数部分分解为两个 N/4 点

的 DFT， 

      l=0,1,…，N/4-1

  

 

而    

同样 X2(k)也可这样分解，并且将系数统一为  ，这样一个 8点 DFT 就可分解为四个 2

点的 DFT，如图 2.7 所示。  

 
2 点 DFT 的表示：  

    后剩下的是 2点 DFT，它可以用一个蝶形结表示，例如，x（0），x（4）所组成的 2

点 DFT 就可表示式：  

 

这样，一个 8 点的完整的按时间抽取运算的流图如图 2.8 所示。  

 
    由于这种方法每一步分解都是按输入时间序列是属于偶数还是奇数来抽取的，所以称为“按

时间抽取法”或“时间抽取法”。  

时间抽取法 FFT 的运算特点：  

（1）蝶形运算  

对于任何一个 2 的整数幂 N=2
M
，总是可以通过 M 次分解 后完全成为 2点的 DFT 运算。这

样的 M 次分解，就构成从 x(n)到 X(k)的 M 级运算过程。从上面的流图可看到，每一级运算都由
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N/2 个蝶形运算构成。因此每一级运算都需要（1/2）次复乘和 N 次复加(每个结作加、减各一

次)，这样，经过时间抽取后 M 级运算总共需要的运算：  

                 
复乘                       

复加  N·M=Nlog2N  

当然，实际运算量与这个数字稍有出入，因为 W                       这几个系数实际上都

不用乘法运算，因此在上面 N=8 的例子中，实际上只有两个系数 WN
1
及 WN

3
是需要乘法运算的。  

    用时间抽取法所需的计算量，不论是复乘还是复加都与 Nlog2N 成正比，而直接运算时

则与 N
2
成正比。例 N=2048，N

2
=4194304，(N/2)log2N=11264，N

2
/[(N/2)log2N]=392.4 倍。FFT

显然要比直接法快得多。  

（2）原位计算  

    当数据输入到存储器中以后，每一级运算的结果仍然储存在同一组存储器中，直到 后

输出，中间无需其它存储器，这叫原位计算。  

    例如，N=8 的 FFT 运算，输入 x(0)，x(4)，x(2)，x(6)…，x(7)可分别存入 A(1)，A(2)，…，

A(8)这 8 个存储单元中，在第一级运算中，首先是存储单元 A(1)，A(2)中 x(0)，x(4)进入蝶形

运算，x(0)，x(4)输入运算器后，其数值不再需要保存，因此蝶形运算的结果可仍然送回存储

单元 A(1)，A(2)中保存，然后 A(3)，A(4)中 x(2)，x(6)再进入蝶形运算，其结果再送回 A(3)，

A(4)，一直到算完 A(7)，A(8)，则完成了第一级运算过程。第二级运算仍可采用这种原位的方

式，但是进入蝶形结的组合关系不同，首先进入蝶形结的是 A(1)、A(3)存储单元中的数据，运

算结果仍可送回 A(1)、A(3)保存，然后进入蝶形结的是 A(2)、A(4)…，依此类推，每一级运算

均可在原位进行，这种原位运算结构可节省存储单元，降低设备成本，还可节省找地址的时间。  

（3）序数重排  

     对按时间抽取 FFT 的原位运算结构，当运算完毕时，这种结构存储单元 A(1)、A(2)，…，

A(8)中正好顺序存放着 X(0)，X(1)，X(2)，…，X(7)，因此可直接按顺序输出，但这种原位运

算的输入 x(n)却不能按这种自然顺序存入存储单元中，而是按 X(0)，X(4)，X(2)，X(6)，…，

X(7)的顺序存入存储单元，这种顺序看起来相当杂乱，然而它也是有规律的。当用二进制表示

这个顺序时，它正好是“码位倒置”的顺序。例如，原来的自然顺序应是 x(1)的地方，现在放

着 x(4)，用二进制码表示这一规律时，则是在 x(0 0 1)处放着 x(1 0 0)，x(0 1 1)处放着 x(1 

1 0)。即将自然顺序的二进制码位倒置过来，第一位码变成 末位码，这样倒置以后的顺序正

是输入所需要的顺序。下表列出 N=8 时按码位倒置规律所得的顺序，其结果与按时间抽取 FFT

流图中的输入顺序是一致的。  

表   码位倒置顺序  

自然顺序 二进码表示 码位倒置 码位倒置顺序 

0 000 000 0 

1 001 100 4 

2 010 010 2 

3 011 110 6 

4 100 001 1 

5 101 101 5 

6 110 010 3 

7 111 111 7 

    在实际运算中，一般直接将输入数据 x（n）按码位倒置的顺序排好输入很不方便，总

是先按自然顺序输入存储单元，然后再通过变址运算将自然顺序的存储转换成码位倒置顺序的

存储，然后进行 FFT 的原位计算。目前有许多通用 DSP 芯片支持这种码位倒置的寻址功能。  

（4）蝶形类型随迭代次数成倍增加  

观察 8 点 FFT 的三次迭代运算  

第一级迭代，只有一种类型的蝶形运算系数 W
0
8  

第二级迭代，有二种类型的蝶形运算系数 W
0
8、W

2
8，参加运算的两个数据点间隔为 2。  

第三级迭代，有四类蝶形运算系数 W
0
8、W

1
8、W

2
8、W

3
8，参加运算的两个数据点间隔为 4。  

    所以，每次迭代的蝶形类型比上一次蝶代增加一倍，数据点间隔也增大一倍。  



 34

 

第三章  第四节内容： 

3-4 FFT 应用 

用 FFT 估计信号的频谱  

    在离散付里叶变换一节，我们讲到，离散付里叶变换 X(k)可看成是 z 变换在单位圆上

的等距离采样值  

同样，X（k）也可看作是序列付氏变换 X（e
jω
）的采样，采样间隔为ωN=2π/N  

由此看出，离散付里叶变换实质上是其频谱的离散频域采样，对频率具有选择性（ωk=2πk/N），

在这些点上反映了信号的频谱。  

    我们知道，采样定律说明一个频带有限的信号，可以对它进行时域采样而不丢失任何信

息，DFT 变换则说明对于时间有限的信号（有限长序列），也可以对其进行频域采样，而不丢失

任何信息。所以只要时间序列足够长，采样足够密，频域采样也就可较好地反映信号的频谱趋

势，所以 FFT 可以用以进行连续信号的频谱分析。  

    当然，这里作了几次近似处理：  

    1）用离散采样信号的傅立叶变换来代替连续信号的频谱，只有在严格满足采样定理的

前提下，频谱才不会有畸变，否则只是近似；  

    2）用有限长序列来代替无限长离散采样信号。  

实数序列的 FFT  

    以上讨论的FFT算法都是复数运算,包括序列x(n)也认为是复数,但大多数场合,信号是

实数序列,任何实数都可看成虚部为零的复数,例如,求某实信号y(n)的复谱,可认为是将实信号

加上数值为零的虚部变成复信号(x(n)+j0),再用 FFT 求其离散付里叶变换。这种作法很不经济,

因为把实序列变成复序列,存储器要增加一倍,且计算机运行时,即使虚部为零,也要进行涉及虚

部的运算,浪费了运算量。合理的解决方法是利用复数据 FFT 对实数据进行有效计算,下面介绍

两种方法。  

（1）一个 N点 FFT 同时计算两个 N点实序列的 DFT  

    设 x1(n),x2(n)是彼此独立的两个 N 点实序列,且 X1(k)=DFT[x1(n)]，X2(k)=DFT[x2(n)]  

    可通过一次 FFT 运算同时获得 X1(k),X2(k)。算法如下：  

    首先将 x1(n),x2(n)分别当作一复序列的实部及虚部,令  

x(n)=x1(n)+jx2(n)  

通过 FFT 运算可获得 x(n)的 DFT 值 X(k)=DFT[x1(n)]+jDFT[x2(n)]=X1(k)+jX2(k)  

利用离散付里叶变换的共轭对称性  

有了 x(n)的 FFT 运算结果 X(k),由上式即可得到 X1(k),X2(k)的值。    
(2)用一个 N点的 FFT 运算获得一个 2N 点实序列的 DFT  

    设 x(n)是 2N 点的实序列,现人为地将 x(n)分为偶数组 x1(n)和奇数组 x2(n)  

    x1(n)=x(2n)               n=0,1,…,N-1  

    x2(n)=x(2n+1)             n=0,1,…,N-1  

然后将 x1(n)及 x2(n)组成一个复序列 y(n)=x1(n)+jx2(k)  

通过 N 点 FFT 运算可得到  Y(k)=X1(k)+jX2(k)  

    根据前面的讨论，得到  

为求 2N 点 x（n）所对应的 X（k），需求出 X（k）与 X1（k），X2（k）的关系  
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而   

所以   X(k)=X1(k)+W2N
k 
X2(k)。  

    这样，由 x1(n)及 x2(n)组成复序列，经 FFT 运算求得 Y(k)后，再利用共轭对称性求出

X1(k),X2(k)， 后利用上式求出 X(k),从而达到了用一个 N点的 FFT 计算一个 2N 点实序列 DFT

的目的。  

用 FFT 计算相关函数  

    相关概念很重要，互相关运算广泛应用于信号分析与统计分析，如通过相关函数峰值的检

测测量两个信号的时延差等。  

    两个长为 N 的实离散时间序列 x（n）与 y（n）的互相关函数定义为  

 

则可以证明，rxy(τ)的离散付里叶变换为  

Rxy（k）=X
*
(k)Y(k)     0≤k≤N-1  

其中 X(k)=DFT[x(n)],Y(k)=DFT[y(n)],Rxy(k)=DFT[rxy(τ)]  

    证：将 x(n)、y(n)的逆离散付里叶变换代入互相关函数定义式  

 

因 x（n）是实序列，所以 x（n）=x*（n），得  

 

 

因 

 

                     得 

 

证毕。  

    当 x（n）=y（n）时，得到 x（n）的自相关函数为：

 

 

    上面的推导表明，互相关和自相关函数的计算可利用 FFT 实现。由于离散付里叶变换隐

含着周期性，所以用 FFT 计算离散相关函数也是对周期序列而言的。直接做 N 点 FFT 相当于对

两个 N 点序列 x(n)、y(n)作周期延拓，作相关后再取主值（类似圆周卷积）。而实际一般要求

的是两个有限长序列的线性相关，为避免混淆，需采用与圆周卷积求线性卷积相类似的方法，

先将序列延长补 0 后再用上述方法。  

    利用 FFT 求两个有限长序列线性相关的步骤：  

    设 x（n）长为 N1，y（n）长为 N2，求线性相关。  

（1）为了使两个有限长序列的线性相关可用其圆周相关代替而不产生混淆，选择周期 N≥

N1+N2-1，，且 N=2
m
，以便使用 FFT，将 x（n），y（n）补零至长为 N。即：  

    

（2）用 FFT 计算 X(k)，Y(k)（k=0，1…，N-1）

  

（3）R（k）=X
*
（k）Y（k）

  

（4）对 R（k）作 IFFT，得到 r（n）（n=0，1，…，N-1）
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线性卷积的 FFT 算法  

    线性卷积是求离散系统响应的主要方法之一,许多重要应用都建立在这一理论基础上,

如卷积滤波等。 以前曾讨论了用圆周卷积计算线性卷积的方法归纳如下:  

        将长为 N2的序列 x(n)延长到 L,补 L-N2个零  

        将长为 N1的序列 h(n)延长到 L,补 L-N1个零  

    如果 L≥N1+N2-1,则圆周卷积与线性卷积相等,此时,可有FFT计算线性卷积,方法如下:  

        a.计算 X(k)=FFT[x(n)]  

        b.求 H(k)=FFT[h(n)]  

        c.求 Y(k)=H(k)Y(k)         k=0～L-1  

        d.求 y(n)=IFFT[Y(k)]       n=0～L-1  

    可见，只要进行二次 FFT,一次 IFFT 就可完成线性卷积计算。计算表明,L>32 时,上述计

算线性卷积的方法比直接计算线卷积有明显的优越性,因此,也称上述圆周卷积方法为快速卷积

法。  

    上述结论适用于 x(n),h(n)两序列长度比较接近或相等的情况,如果 x(n),h(n)长度相

差较多,例如,h(n)为某滤波器的单位脉冲响应,长度有限,用来处理一个很长的输入信号 x(n),

或者处理一个连续不断的信号，按上述方法,h(n)要补许多零再进行计算,计算量有很大的浪费，

或者根本不能实现。为了保持快速卷积法的优越性,可将 x(n)分为许多段后处理,每小段的长与

h(n)接近,其处理方法有两种：  

(1) 重叠相加法——由分段卷积的各段相加构成总的卷积输出  

 

 

 

 
 

 

 

 

假定 xi(n)表示图中第 i段 x（n）序列：  

 

则输入序列可表为：

 

 

于是输出可分解为：
 

 

其中  

由此表明，只要将 x（n）的每一段分别与 h（n）卷积，然后再将这些卷积结果相加起来就可得

到输出序列，这样，每一段的卷积都可用上面讨论的快速卷积来计算。先对 h（n）及 xi（n）

补零，补到具有 N 点长度，N=N1+N2-1。 一般选择 N=2
M
，然后用基 2 FFT 算法通过正反变换计

算           yi（n）=xi（n）*h（n）  

由于 yi（n）的长度为 N，而 xi（n）的长度为 N2，因此相邻两 yi（n）序列必然有 N-N2=N1-1 点

发生重叠，这个重叠部分应该相加起来才能构成 后的输出序列。  

 

计算步骤：  

a. 事先准备好滤波器参数 

H（k）=DFT[h（n）]，N点  

b.用 N 点 FFT 计算 Xi（k）=DFT[xi(n)]  

c.Yi(k)=Xi(k)H(k)  

d.用 N 点 IFFT 求  yi（n）=IDFT[Yi(k)]  

e.将重叠部分相加
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(2)重叠保存法  

    这种方法和第一种方法稍有不同，即将上面分图序列中补零的部分不是补零，而是保留

原来的输入序列值，且保留在各段的前端，这时，如利用 DFT 实现 h（n）和 xi（n）的圆周卷

积，则每段卷积结果的前 N1-1 个点不等于线性卷积值需舍去。  

    为了清楚地看出这点，研究一下 x（n）中一段长为 N 的序列 xi（n）与 h（n）（长为 N1）

的圆周卷积情况： 

 

由于 h（n）的长度为 N1，当 0≤n≤N1-2 时，h((n-m))N 

将在 xi（m）的尾部出现有非零值，如图 n=1 的情况就是

如此，所以 0≤n≤N1-2 这部分 yi(n)值中将混入 xi(m)尾

部与 h((n-m))N的卷积值，从而使 yi(n)不同于线性卷积

结果，但当 n=N1-1～N-1 时，则有 h((n-m))N =h（n-m），

因此从 n=N1-1 点开始圆周圈卷积值完全与线性卷积值一

样，yi（n）的后面 N2点才是正确的卷积值，而每一段卷

积运算结果的前 N1-1 点个值需去掉。  

     为了不造成输出信号遗漏，对 x（n）分段时，

需使相邻两段有 N1-1 个点的重叠（对于第一段，x(n)由

于没有前一段保留信号，在其前填补 N1-1 点个零点）。

为此将 xi（n）定义为 

 

每段和 h（n）的圆周卷积以 yi（n）表示，
 ,由 FFT 算出，去掉 yi（n）的

前 N1-1 点，再把相邻各段输出顺次连接起来就构成了 终的输出序列 y（n）。
  

    重叠保留法每一输入段均由 N-N1+1= N2个新点和前一段保留下来的 N1-1 个点所组成。

值得注意的是，对于有限长时间序列 x(n)（长度为 L=M . N2），在结束段（i=M-1）做完后，我

们所得到的只是 L 点的线性卷积，还少了 N1-1 点，实际上就是 h(-n)移出 x(n)尾部时的不完全

重合点，或者说是 后一段的重叠部分 N1-1 少做了一次卷积，为此，因再补做这一段 N1-1 点，

在其后填补 N2点个零点保证长度仍为 N 点，一样舍去前取 N1-1 点，并从 N1-1 点开始，保留 N1-1

点。
  

    重叠保留法与重叠相加法的计算量差不多，但省去了重叠相加法 后的相加运算。一般

来说，用 FFT 作信号滤波，只用于 FIR 滤波器阶数 h（n）大于 32 的情况下，且取 N2=（5～10）

N1，这样可接近于 高效的运算。     

DFT 应用中的一些问题  

（1）混迭  

    对连续信号 x(t)进行数字处理前，要进行采样  

采样序列的频谱是连续信号频谱的周期延拓，周期为 fs，如采样率过低，不满足采样定理，

fs<2fh，则导致频谱混迭，使一个周期内的谱对原信号谱产生失真，无法恢复原信号，进一步

的数字处理失去依据。  

(2)泄漏  

    处理实际信号序列 x（n）时，一般总要将它截断为一有限长序列，长为 N 点，相当于

乘以一个矩形窗 w(n)=RN(n)。对于矩形窗函数，其频谱是一个抽样函数形式，有主瓣，也有许

多副瓣，窗口越大，主瓣越窄，当窗口趋于无穷大时，就是一个冲击。我们知道，时域的乘积

对应频域的卷积，所以，加窗后的频谱实际是原信号频谱与矩形窗函数频谱（抽样函数）的卷

积，卷积的结果使频谱延伸到了主瓣以外，且一直延伸到无穷。当窗口无穷大时，与冲击的卷

积就是其本身，无畸变，否则就有畸变。例如信号为 e
jΩonT

，是一单线谱，但当加窗后，线谱与
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抽样函数进行卷积，原来在Ω0 处的一根谱线变成了以Ω0 为中心的，形状为抽样函数的谱线序

列，原来在一个周期（Ωs）内只有一个频率上有非零值，而现在一个周期内几乎所有频率上都

有非零值，从能量守恒看，相当于 x(e
jΩT

)的频率成份从Ω0 处“泄漏”到其它频率处去了。  

    考虑各采样频率周期间频谱“泄漏”后的互相串漏，泄漏还会引起频谱的混迭。  

（3）栅栏效应  

    N 点 DFT 是在频率区间[0，2π]上对信号频谱进行 N 点等间隔采样，得到的是若干

个离散的频谱点 X（k），且它们限制在基频的整数倍上，这就好像在栅栏的一边通过缝隙看另

一边的景象一样，只能在离散点处看到真实的景象，其余部分频谱成分被遮挡，所以称之为栅

栏效应。减小栅栏效应方法：尾部补零，使谱线变密，增加频域采样点数，原来漏掉的某些频

谱分就可能被检测出来。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    

第四章 无限长单位冲激响应(IIR)滤波器的设计 
 

• 常用模拟低通滤波器特性 

• 用模拟滤波器设计 IIR 数字滤波器（冲激响应不变法、双线性变换法） 

• 设计 IIR 滤波器的频率变换法 
学习要求：掌握常用模拟低通滤波器特性；会用冲激响应不变法、双线性变换法设计 IIR 滤波

器，熟练掌握设计 IIR 滤波器的频率变换法。 

(数字滤波器的数学描述,分类,设计步骤) 

     数字滤波器是数字信号处理中使用得 广泛的一种线性系统环节，是数字信号处理

的重要基础。数字滤波器的本质是将一组输入的数字序列通过一定的运算后转变为另一组

输出的数字序列。 

数字滤波器的数学描述： 

差分方程 系统函数 

  

 分类: 

1)  按计算方法分类: 递归系统 ，非递归系

统                                     

2)  按冲击响应长度分类：IIR  ，FIR  
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3)  按频带分类： 低通 , 高通 ,带通 ,带阻 

 设计步骤：  

1）  按照实际需要确定滤波器的性能要求；  

2）  用一个因果稳定的系统函数（传递函数）去逼近这个性能要求，这种传递函数可分

为两类：IIR 和 FIR。  

3）  用一个有限精度的运算去实现这个传递函数。包括选择运算结构：如级联型、并联

型、卷积型、频率采样型以及快速卷积（FFT）型等，及选择合适的字长和有效的数字处

理方法等。   

设计方法：                          优化设计方法   

一个 N 阶 IIR 滤波器的传递函数可表示为  

    传递函数的设计就是确定系数
 

、
 

或零、极点
 

、
 

,以使滤波器满足给定的性

能要求。设计方法一般有两种：  

  1. 利用模拟滤波器的理论来设计数字滤波器  

先设计一个合适的模拟滤波器，然后变换成满足预定指标的数字滤波器。由于模拟的网络

综合理论已经发展得很成熟，已经产生了许多高效率的设计方法。很多常用的模拟滤波器不仅

有简单而严格的设计公式，而且设计参数已表格化，设计起来方便、准确，因此可将这些理论

继承下来，作为设计数字滤波器的工具。  

2. 优化设计方法  

分两步：  

1)    确定一种 优准则，如 小均方误差准则，使设计出的实际频率响应的幅度特性|H(e
jω
)|

与所要求的理想频率响应|Hd(e
jω
)|的均方误差 小， 

此外还有其他多种误差 小准则。  

2)    在此 佳准则下，通过迭代运算求滤波器的系数 a
 

、b
 

。  

因为数字滤波器在很多场合所要完成的任务与模拟滤波器相同，如作低通、高通、带通及

带阻网络等，这时数字滤波也可看作是“模仿”模拟滤波。因此第一种方法用得较为普遍，如

IIR 滤波器的设计。但随着计算机技术的发展， 优化设计方法的使用逐渐增多。  

 

第四章  第一节内容： 
4-1 常用模拟低通滤波器特性 

振幅平方函数  

     为了方便学习数字滤波器，先讨论几种常用的模拟低通滤波器设计方法，高通、带通、

带阻等模拟滤波器可利用变量变换方法，由低通滤波器变换得到。  

模拟滤波器的设计就是根据一组设计规范来设计模拟系统函数 Ha(s)，使其逼近某个理想

滤波器特性。  

考虑因果系统     式中 ha(t)为系统的单位冲激响应，是实函数。  

∴ 
             

 



 40

 不难看出 
  

 

定义振幅平方函数  

    

            

     ①  

式中 Ha(s)、Ha(jΩ)、|Ha(jΩ)|分别为模拟滤波器的系统函数、频率响应和幅频特性。  

问题：如何由已知的 A(Ω
2
)→Ha(s) ？  

稳态条件下           S=jΩ，Ω
2
=-s

2 
 

                    ∴A(Ω
2
)=A(-s

2
)|s=jΩ  

先在 S 复平面上标出 A(-s
2
)的极点和零点，由①式知，A(-s

2
)的极点和零点总是“成对出

现”，且对称于 S 平面的实轴和虚轴，选用 A(-s
2
)的对称极、零点的任一半作为 Ha(s)的极、

零点，可得到 Ha(s)。  

   为了保证 Ha(s)的稳定性，应选用 A(-s
2
)在 S 左半平面的极点作为 Ha(s)的极点，零点可选用

任一半。  

 三种模拟低通滤波器的设计：  

  巴特沃兹滤波器 (Butterworth)  

   特点：具有通带内 大平坦的振幅特性，且随 f↗单调↘ ，其幅度平方函数具有如下形式：  

                      

   

式中，N 为整数，称为滤波器的阶数，N 越大，通带和阻带的近似性越好，过渡带也越陡。如

图。  

 

 

 

 

 

 

 

         图 3.7  巴特沃兹 filter 振幅平方函数   

1) 在通带，分母Ω/Ωc<1，随着 N 增加，( Ω/Ωc)
2N
→0，A(Ω

2
)→1。  

 2) 在过渡带和阻带，Ω/Ωc>1，随着 N 增加，Ω/Ωc>>1，A(Ω
2
)快速下降。  

3) Ω=Ωc时， ，幅度衰减

 

，相当于 3db 衰减点。  

振幅平方函数的极点：  Ha(-s)*Ha(s)=     

 

     可分解为 2N 个一次因式 ，  

令分母为零，→
 

 

 可见，Butterworth 滤波器的振幅平方函数有 2N 个极点，它们均匀对称地分布在|s|=Ωc的圆

周上。 

     例：N=3 阶 Butterworth 滤波器振幅平方函数的极点分布如图，求其系统函数。  
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   解： 考虑到系统的稳定性， Butterworth 滤波器的系统函数是由 s 平面左半部分的极点

（SP3，SP4，SP5）组成的，它们分别为：  

所以系统函数为：       

式中
 

是为使 S=0 时 Ha(s)=1 而引入的。  

如用
 

归一化 s，即 s’=s/Ωc，得归一化的三阶 BF：  

    
        

 

  如果要还原的话，则有   

 

第四章  第三节内容： 

4-3 用模拟滤波器设计 IIR 滤波器 

(脉冲响应不变法概念,映射关系)  

利用模拟滤波器设计数字滤波器，就是从已知的模拟滤波器传递函数 Ha(s)设计数字滤波

器传递函数 H（z），这是一个由 S 平面到 Z 平面的映射变换，这种映射变换应遵循两个基本原

则：  

1）  H（z）的频响要能模仿 Ha(s)的频响，即 S平面的虚轴应映射到 Z平面的单位圆 e
jω

上。  

2）  Ha(s)的因果稳定性映射到 H（z）后保持不变，即 S 平面从左半平面 Re{S}＜0 映射到

Z 平面的单位圆内|z|<1。  

下面讨论两种常用的映射变换方法：  

一、 脉冲响应不变法  

    利用模拟滤波器理论设计数字滤波器，也就是使数字滤波器能模仿模拟滤波器的特性，这

种模仿可从不同的角度出发。脉冲响应不变法是从滤波器的脉冲响应出发，使数字滤波器的单

位脉冲响应序列 h(n) 模仿模拟滤波器的冲击响应 ha(t), 使 h(n)正好等于 ha(t)的采样值，即   

                     h(n)=ha(nT),                    

T 为采样周期。如以 Ha(s)及 H（z）分别表示 ha(t)的拉氏变换及 h(n)的 z 变换，即  

            Ha(s)=L[ha(t)]，   H(z)=Z[h(n)]  
则根据采样序列 z 变换与模拟信号拉氏变换的关系，得：       

上式表明，采用脉冲响应不变法将模拟滤波器变换为数字滤波器时，它所完成的 S 平面到 Z

平面的变换，正是以前讨论的拉氏变换到 Z 变换的标准变换关系，即首先对 Ha(s)作周期延拓，

然后再经过 z=e
st
的映射关系映射到 Z平面上。    

映射关系： 

 z=est
的映射关系表明，S平面上每一条宽为 2π/T 的横带部分，都将重叠地映射到 Z平面

的整个全部平面上。每一横带的左半部分映射到 Z 平面单位圆以内，每一横带的右半部分映射

到 Z 平面单位圆以外，jΩ轴映射在单位圆上，但 jΩ轴上的每一段 2π/T 都对应于绕单位圆一

周。如图 3.1 所示。相应的频率变换关系为：ω＝ΩΤ，显然 ω与Ω为线性关系。 

        应当指出，Z=e
st
的映射关系反映的是 Ha(s)的周期延拓与 H（z）的关系，而不是 Ha(s)本身

与 H（z）的关系，因此，使用脉冲响应不变法时，从 Ha(s)到 H(z)并没有一个由 S平面到 Z 平
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面的简单代数映射关系，即没有一个 s=f(z)的代数关系式。另外，数字滤波器的频响也不是简

单的重现模拟滤波器的频响，而是模拟滤波器频响的周期延拓，周期为ΩS=2π/T=2πfs，即  

     
 

根据第一章的采样定理，如果模拟滤波器的频响带限于折叠频率ΩS/2 以内，即  

      Ha(jΩ)=0           |Ω|≥π/T  

这时数字滤波器的频响才能不失真地重现模拟滤波器的频响（在折叠频率以内）  

               |ω|＜π  

但任何一个实际的模拟滤波器，其频响都不可能是真正带限的，因此不可避免地存在频谱的交

叠，即频谱混淆(图 3.2)，这时，数字滤波器的频响将不同于原模拟滤波器的频响而带有一定

的失真。模拟滤波器频响在折叠频率以上衰减越大，失真则越小，这时，采用脉冲响应不变法

设计的数字滤波器才能得到良好的效果。  

                   
H(z)的计算： 

 脉冲响应不变法特别适用于用部分分式表达的传递函数，模拟滤波器的传递函数若只有单

阶极点，且分母的阶数高于分子阶数 N＞M，则可表达为部分分式形式：  

                     

  

      

其拉氏反变换为： 

                   
      

其中 u(t)为单位阶跃函数。对 ha(t)采样就得到数字滤波器的单位脉冲响应序列  

    

      
    

再对 h(n)取 Z 变换，得到数字滤波器的传递函数：  

           
 

第二个求和为等比级数之和，
 

，要收敛的话，必有
 

，所以

有        

比较部分分式形式的 Ha(s)和上式 H(z)可以看到，S 平面上的极点 s=si,变换到 Z 平面上是

极点
 

,而 Ha(s)与 H(z)中部分分式所对应的系数不变。如果模拟滤波器是稳定的，则

所有极点 si都在 S 左半平面，即 Re[si]＜0,那么变换后 H(z)的极点
 

也都在单位圆以

内，即| |= ＜1，因此数字滤波器保持稳定。  

值得注意的是，这种 Ha(s)到 H(z)的对应变换关系，只有将 Ha(s)表达为部分分式形式才成

立。  
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    虽然脉冲响应不变法能保证 S 平面与 Z 平面的极点位置有一一对应的代数关系，但这并不是

说整个 S 平面与 Z 平面就存在这种一一对应的关系，特别是数字滤波器的零点位置与 S 平面上

的零点就没有一一对应关系，而是随着 Ha(s)的极点 si与系数 Ai的不同而不同。  

举例说明脉冲响应不变法的应用。  

例 ：   将一个具有如下传递函数  

的模拟滤波器数字化。  

    解 ：直接利用 H(z)的部分分式形式,得  

                       

模拟滤波器的频率响应为: ,    

数字滤波器的频率响应为:  

模拟滤波器与数字滤波器的幅频响应如图 3.3 所示  

             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

显然 H(e
jω
)与采样间隔 T 有关,T 越小,衰减越大,混叠越小,当 fs=24Hz 时,混叠可忽略不计。  

    H(e
jω
) 是 Ha(jΩ)的周期延拓（周期为 fs），因 Ha(jΩ)并不是真正带限的，即在频率超

过 fs/2 时频响并不为 0，所以产生了混迭。当为低通或带通滤波器时，fs 越大，则混迭越小。

当为带阻或高通滤波器时，Ha(jΩ)在超过 fs/2 频率部分全为通带，这就不满足抽样定理，发

生了完全的混迭，所以脉冲响应不变法不能设计带阻或高通滤波器。  

小结　  

1) 在要求时域脉冲响应能模仿模拟滤波器的场合，一般使用脉冲响应不变法。　  

2) 脉冲响应不变法的一个重要特点是频率坐标的变换是线性的，ω＝ΩΤ，ω与Ω是线性关系。

因此如果模拟滤波的频响带限于折叠频率以内的话，通过变换后滤波器的频响可不失真地反映

原响应与频率的关系。　  

例如线性相位的贝塞尔低通滤波器，通过脉冲响应不变法得到的仍是线性相位的低通数字滤波

器。　  

3) 如果 Ha(s)是稳定的，即其极点在 S 左半平面，映射到 H(Z)也是稳定的。  

4) 脉冲响应不变法的 大缺点：有频谱周期延拓效应，因此只能用于带限的频响特性，如衰减

特性很好的低通或带通。而高频衰减越大，频响的混淆效应越小，至于高通和带限滤波器,由于

它们在高频部分不衰减，因此将完全混淆在低频响应中。所以用脉冲响应不变法实现高通和带

阻滤波器时，应增加一保护滤波器，滤掉高于折叠频率以上的频带，然后再用脉冲响应不变法

转换为数字滤波器，这会增加设计的复杂性和滤波器的阶数，只有在一定需要频率线性关系或

保持网络瞬态响应时才采用。  

二、双线性变换法　  

    脉冲响应不变法的主要缺点是频谱交叠产生的混淆，这是从 S 平面到 Z 平面的标准变换 

z＝e
sT
的多值对应关系导致的，为了克服这一缺点，设想变换分为两步：　  

    第一步：将整个 S平面压缩到 S1 平面的一条横带里；  



 44

    第二步：通过标准变换关系将此横带变换到整个 Z 平面上去。　  

    由此建立 S 平面与 Z 平面一一对应的单值关系，消除多值性，也就消除了混淆现象。  

    为了将 s 平面的 jΩ轴压缩到 s1平面 jΩ轴上的- 一段上，可通过以下的正切变换实

现：                         

 常数 C 的两种确定方法： 

 　 用不同的方法确定待定常数 C，可以使模拟滤波器的频率特性与数字滤波器的频率特性在不

同频率点有对应关系。也就是说，常数 C 可以调节频带间的对应关系。   
   ①保证模拟滤波器的低频特性逼近数字滤波器的低频特性。此时两者在低频处有确切的对应

关系，即        

因为Ω和ω都比较小，所以有　　　   

另外，根据归一化数字频率ω与模拟频率Ω的关系， ，所以有 Ω=cΩT/2  

所以，                      c=2/T  

②保证数字滤波器的某一特定频率，如截止频率
 

，与模拟滤波器的某一待定频

率Ωc严格对应，即

         

 

当截止频率较低时，有
           

所以，一般取   c=2/T  。 

这里 C 是待定常数，通常取 C=2/T。用不同的方法确定 C，可使模拟滤波器的频率特性与

数字滤波器的频率特性在不同频率点有对应关系。  

经过这样的频率变换，当Ω1由           时，Ω由 ，即映射了整个 jΩ轴。

将这一解析关系延拓至整个 s 平面，则得到 s平面 平面的映射关系：  

　　                  

再将 s1平面通过标准变换关系映射到 z 平面，即令            

后得 S 平面与 Z 平面的单值映射关系：  

双线性变换法的主要优点是不存在频谱混迭。由于 S 平面与 Z 平面一一单值对应，S 平面的虚

轴(整个 jΩ)对应于 Z 平面单位圆的一周，S 平面的 Ω=0 对应于 Z 平面的ω=0， 对应 
，即数字滤波器的频率响应终止于折迭频率处，所以双线性变换不存在频谱混迭效应。

双线性变换符合映射变换的两个基本原则。                             

  这一变换是否符合我们一开始所提出的由模拟滤波器设计数字滤波器时，从 S 平面到 Z

平面映射变换的二个基本原则？  

分析：  

① 当 时，代入双线性变换关系式，得 

 

 

即 S 平面的虚轴映射到 Z 平面正好是单位圆。  

② 将  代入 z 表达式，得  ，   

       当 时，∣z∣<1; 时，∣z∣>1  

即 s 左半平面映射在单位圆内，s 右半平面映射在单位圆外，因此稳定的模拟滤波器通过双线

性变换后，所得到的数字滤波器也是稳定的。  

小结：         (双线性变换主要优点,双线性变换法的缺点,H(z)的计算,预畸) 

  1) 双线性变换主要优点： 

    靠频率的严重非线性关系得到 S平面与 Z 平面的单值一一对应关系，整个 jΩ轴单值对应于

单位圆一周，这个频率关系为

 

，其中ω和Ω为非线性关系。图 3.5 中看到，在零频
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率附近，Ω ～ω接近于线性关系，如图 3.5，Ω进一步增加时，ω增长变得缓慢， 
(ω终止于折叠频率处)，所以双线性变换不会出现由于高频部分超过折叠频率

而混淆到低频部分去的现象。 

  2) 双线性变换法的缺点：   
   Ω与ω的非线性关系，导致数字滤波器的幅频响应相对于模拟滤波器的幅频响应有畸变。例

如，一个模拟微分器，它的幅度与频率是线性关系，但通过双线性变换后，不可能得到数字微

分器。 

 

 

 

 

 

 

若  

则　　

 

 
     
    另外， 一个线性相位的模拟滤波器经双线性变换后，滤波

器不再有线性相位特性。虽然双线性变换有这样的缺点，但它目前仍是使用得 普遍、 有成

效的一种设计工具。这是因为大多数滤波器都具有分段常数的频响特性，如低通、高通、带通

和带阻等，它们在通带内要求逼近一个衰减为零的常数特性，在阻带部分要求逼近一个衰减为

∞的常数特性，这种特性的滤波器通过双线性变换后，虽然频率发生了非线性变化，但其幅频

特性仍保持分段常数的特性。 

    例如，一个考尔型的模拟滤波器 Ha(s)，双线性变换后，得到的 H(z)在通带与阻带内都仍

保持原模拟滤波器相同的等起伏特性，只是通带截止频率、过渡带的边缘频率，以及起伏的峰

点、谷点频率等临界频率点发生了非线性变化，即畸变。这种频率点的畸变可以通过预畸来加

以校正，即将模拟滤波器的临界频率事先加以畸变，通过双线性变换后正好映射到所需要的数

字频率上。 

 预畸变的方法：  

   1）根据所要设计的数字滤波器的临界频率ω1、ω2、ω3、ω4，计算模拟滤波器的临界频率。

低通变换时计算公式为：  

　

      

  ，

 

，

 

，

 

 

   2）根据这些模拟滤波器的临界频率点设计模拟滤波器。  

    3）作双线性变换，得到所需的数字滤波器。  

传递函数 H(z)的计算 

   双线性变换比脉冲响应法的设计计算更直接和简单。由于 s 与 z 之间的简单代数关系，所以

从模拟传递函数可直接通过代数置换得到数字滤波器的传递函数。　  

置换过程 　

            

 

频响　　

               

   

一般，当着眼于滤波器的时域瞬态响应时，采用脉冲响应不变法较好，而其它情况下，对于

IIR 的设计，大多采用双线性变换。 
 
 

第四章  第四节内容： 
4-4 从模拟滤波器低通原型到各种数字滤波器的频率变换 
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     对于模拟滤波器，已经形成了许多成熟的设计方案，如巴特沃兹滤波器，切比雪夫滤波器

等，每种滤波器都有自己的一套准确的计算公式，同时，也已制备了大量归一化的设计表格和

曲线，为滤波器的设计和计算提供了许多方便，因此在模拟滤波器的设计中，只要掌握原型变

换，就可以通过归一化低通原型的参数，去设计各种实际的低通、高通、带通或带阻滤波器。

这一套成熟、有效的设计方法，也可通过前面所讨论的各种变换应用于数字滤波器的设计，具

体过程如下： 

                  

也可把前两步合并成一步，直接从模拟低通归一化原型通过一定的频率变换关系，完成各类数

字滤波器的设计，设计过程如下： 

                               频率变换 

模拟原型    数字低通、高通、带通、带阻  

  下面举例讨论应用模拟滤波器低通原型，设计各种数字滤波器的基本方法，着重讨论双线

性变换法。  

    双线性变换法由模拟原型设计数字滤波器的四个步骤: 
    1）确定数字滤波器的性能要求，确定各临界频率{ω

k
}。  

 2）由变换关系将{ω
k
}映射到模拟域，得出模拟滤波器的临界频率值{Ω

k
}。  

    3）根据{Ω
k
}设计模拟滤波器的 Ha(s) 。 

    4) 把 Ha(s)变换成数字滤波器传递函数 H(z) 。  

  低通变换  

  例 1.设采样周期 T=250μs(fs=4khz) ,设计一个三阶巴特沃兹 LP 滤波器,其 3dB 截止频率

fc=1khz。分别用脉冲响应不变法和双线性变换法求解。 

解:a.脉冲响应不变法  

      由于脉冲响不变法的频率关系是线性的，所以可直接按Ωc =2πfc 设计 Ha(s)。根据上

节的讨论，以截止频率Ωc 归一化的三阶巴特沃兹 滤波器的传递函数为： 

以 s/Ω 代替其归一化频率，得： 

                               

也可以查表得到巴特沃兹多项式的系数，之后以 s/Ω代替归一化频率，即得 Ha(s)。        

    将 Ωc=2πfc 代入，就完成了模拟滤波器的设计，但为简化运算，减小误差积累，fc 数值

放到数字滤波变换后代入。    

      为进行脉冲响应不变法变换，计算 Ha(S)分母多项式的根，将上式写成部分分式结构：

 
对照前面学过的脉冲响应不变法中的部分分式形式有 

将上式系数代入数字滤波器的传递函数：         ,  

 

Si  ：极点 
 
并将 Ωc=ωc/T 代入，计算得：    

 

合并上式后两项，并将 代入，计算得：  
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     可见，H（Z）与采样周期 T 有关，T 越小，H（Z）的相对增益越大，这是不希望的。为此，

实际应用脉冲响应不变法时稍作一点修改，即求出 H（Z）后，再乘以因子 T,使 H（Z）只与ωc 有

关，即只与 fc和 fs 的相对值 fc/fs 有关，而与采样频率 fs无直接关系。例如，fs=4KHZ,fc=1KHZ 

与 fs=4KHZ,fc=10KHZ 的数字滤波器具有相同的传递函数，这一结论适合于所有的数字滤波器设

计。  后得：  

              

b. 双线性变换法  

 (一)首先确定数字域临界频率   

 (二)根据频率的非线性关系，确定预畸的模拟滤波器临界频率 

 (三)  以 S/Ωc代入归一化的三阶巴特沃模拟器传递函数  

          并将Ωc=2/T 代入上式。 

(四)将双线性变换关系代入，求 H(Z)。 

     

          

       

                                

    图 3.11 为两种设计方法所得到的频响，对于双线性变换法，由于频率的非线性变换，使截

止区的衰减越来越快， 后在折 叠频率处 (Z=-1,ω=π)形成一个三阶传输零点，这个三阶零

点正是模拟滤波器在 处的三阶传输零点通过映射形成的。因此，双线性变换法使过渡带

变窄，对频率的选择性改善，而脉冲响应不变法存在混淆，且没有传输零点。  

高通变换                                     变换方法的选用  
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设计高通、带通、带阻等数字滤波器时，有两种方法：  

① 先设计一个相应的高通、带通或带阻模拟滤波器，然后通过脉冲响应不变法或双线性变换法

转换为数字滤波器。  

    模拟原型 模拟高通、带通、带阻 数字高通、带通、带阻  

设计方法同上面讨论的低通滤波器的设计。  

    即确定 {ωk} 转换为相应的{Ωk}  
                                     
             高通、带通、带阻 模拟滤波器的设计    

                                      

                            Ha(s) Ha(Z) 
② 直接利用模拟滤波器的低通原型，通过一定的频率变换关系，一步完成各种数字滤波器的设

计。                     频率变换 

     模拟原型    数字低通、高通、带通、带阻 

 这里只讨论第二种方法。因其简捷便利，所以得到普遍采用。 

变换方法的选用： 

 1.脉冲响应不变法：对于高通、带阻等都不能直接采用，或只能在加了保护滤波器后才可用。

因此，使用直接频率变换（第二种方法），对脉冲响 应不变法要许多特殊的考虑，它一般应用 于
第一种方法中。 

  2.双线性变换法： 下面的讨论均用此方法，实际使用中多数情况也是如此。   
基于双线性变换法的高通滤波器设计： 

   在模拟滤波器的高通设计中，低通至高通的变换就是 S 变量的倒置，这一关系同样可应用于

双线性变换，只要将变换式中的 S 代之以 1/S，就可得到数字高通滤波器.即 

                 
    由于倒数关系不改变模拟滤波器的稳定性，因此，也不会影响双线变换后的稳定条件，而且 
jΩ 轴仍映射在单位圆上，只是方向颠倒了。即 

                  

                         ，  如图 3.12。               

     例 1 
这一曲线的形状与双线性变换时的频率非线性

关系曲线相对应，只是将ω坐标倒置，因而通过这一

变换后可直接将模拟低通变为数字高通，如图

3.13。   

 

 

 

 

 

 

     

    应当明确：所谓高通 DF，并不是ω高到 ，由于

数字频域存在 折叠频 率ω =π对于实数响应的数字

滤波器，ω由π~2π部分只是ω由π~0 的镜象部分，因

此有效的数字域仅是ω=0~π，高通也仅指这一段的高

端，即到ω=π为止的部分。 
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     高通变换的计算步骤和低通变换一样。但在确定模 
 
拟原型预畸的临界频率时，应采用      
 
不必加负号，因临界频率只有大小的意义而无正负的意义。 

  例 2.确定 小阶数 N。 

   模拟切比雪夫滤波器设计中阶数的确定公式为 

             

A2 实际是与阻带 小衰减有关的值，1/A2 是阻带内 大振幅平方，也就是 小阻带衰减，如

以分贝值表示这一衰减量，则 

e 是以分贝计的阻带衰减。今 小阻带衰减为 e=19dB，故将 一起代入上式，即求

得 小的 N。 

 

带通变换  

    如图 ,如果数字频域上带通的中心频率为 ω0 ，则带通变换的目的是将:  

 模拟低通   

                     

                     
        （频率映射关系具有周期性, 幅频响应具有原点对称性）。 

即将 S 的原点映射到 而将  点映射到 ，满足这一要求的双线性变

换为： 
 

           

             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

当 z=ejω
时     

      

    因此 （带通频率变换关系 ） 

    图 3.16 中Ω=0 点正好映射在ω=ω0上，而  映射在ω=0,π两端，因此满足带

通变换的要求。 
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稳定性证明：                                 设计  

      这一变换满足稳定性要求。     设  
       
由于上式完全是实数，所以是映射在 S 平面σ轴上。  
    

其中分子永远非负的    

因此， 的正负决定于分母 r2-1， 
      
由此证明了，S 左半平面映射在单位圆内，而右半平面映射在单位圆外，这种变换关系是稳定

的变换关系，可用它来完成带通的变换，如图 3.15。 

设计：设计带通滤波器时，一般只给出上、下边带的截止频率ω1、ω2作为设计要求。     
    为了应用以上变换，首先要将上下边带参数ω1,ω2 换算成中心频率ω0 及模拟低通截止频率

Ωc。   
    为此将ω1,ω2 代入变换关系式： 

                ， 
      由于Ω1Ω2 在模拟低通中是一对镜象频率，Ω1=-Ω2 代入上面两等式，求出 cosω0 

        
    又Ω1 同时也就是模拟低通的截止频率Ωc 
           有了这两个参数就可完成全部计算。 

例：采样 fs=400kHz，设计一巴特沃兹带通滤波器，其 3dB 边界频率分别为

f2=90kHz,f1=110kHz,在阻带 f3=120kHz 处 小衰减大于 10dB。 

    解：确定数字频域的上下边带的角频率 

           

       

求中心频率：  

   

   求模拟低通的通带截止频率Ωc与阻带边界频率Ωs  ： 

 

    

从  Ωc到 Ωs  频率增加了约 1.05 倍，衰减增加了（10-3）dB，如左图，故选用二阶巴特沃兹

滤波器可满足指标（查表）。 

         归一化的系统函数： 

        

     代入  Ωc， 

       

代入变换公式，                         得到： 
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设计结果如右图。 

                     

                     

                      

         

                  

  

  

  

                  

                     

带阻变换  

     把带通的频率关系倒置就得到带阻变换。  

      

   给定 ，  

    的频率变换关系如图 1。计算方法同带通，不再讨论。 

          

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 52

 
 
 
 
 
 
 

第五章  第一节 

第五章 有限长单位冲激响应(FIR)滤波器的设计 
 

• 线性相位 FIR 数字滤波器的特性  

• 窗口设计法 

• 频率取样法  

学习要求：掌握线性相位的条件；熟练掌握 FIR 线性相位滤波器的幅频特性；会用窗口法和频

率采样法设计 FIR 滤波器。 

 

第五章  第一节内容： 
5-1 线性相位 FIR 数字滤波器的特性 

概述     FIR 数字滤波器的特点 

   FIR 数字滤波器的差分方程描述              ①  

对应的系统函数为                               ②  

因为它是一种线性时不变系统，也可用卷积和形式表示         ③  

比较①、③得：  

设计任务是求 h(i)。  
FIR 数字滤波器的特点(与 IIR 数字滤波器比较)：    

       优点： 
      （1）很容易获得严格的线性相位，避免被处理的信号产生相位失真，这一特点在宽频带信号处

理、阵列信号处理、数据传输等系统中非常重要；  
      （2）可得到多带幅频特性； 

5.1.1  线性相位特性  

  线性相位条件： 

 

      

    即如果单位脉冲响应 h(n)为实数，且具有偶对称或奇对称性，则 FIR 数字滤波器具有严格的

线性相位特性。  

证明：    
  1. 当 h(n)=h(N-1-n)时，可实现线性相位。   

  FIR DF 的系统函数  

 令 m=N-1-n  



 53

                  

 H(z)可写为       
   

 

                         

因此，令             

式中，求和部分全部为实数，令其等于 H(ω),则 可写为  

其中             

                  

    H(ω)称为幅度函数，可正可负，区别于幅频响应函数│ │，相位函数 随频

率线性变化，具有严格的线性特性。  

  2. 当 h(n)=-h(N-1-n)时，可实现线性相位。   
同理可证  

   时，   

  相位函数   

   上式表明，h(n)奇对称时，FIR DF 是一个具有严格线性相位的理想正交变换网络。其相频特

性如图 2。  

5.1.2 线性相位 FIR 滤波器的幅度特性  

分四种情况。 

h(n)偶对称，N 为奇数  

  这时，据前面的讨论，        

 

 

由于                        故除
 

点外，求和   内的第 n项与第 N-1-n 项两两相

等，可合并      

令  ，则         

其中

   

由于 cosmω对 偶对称，因此 对这些频率也呈偶对称。    

h(n)偶对称，N 为偶数    

     因
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  N 为偶数，上式中两两项全部可合并，于是    

                                                               

 

令
 

，则     

 

由于 奇对称，所以 对 也为奇对称，且由于 时， 
，即 所以，H（z）在 z=-1 处必有一零点，因此不能用这种情况设

计 时 的滤波器，如高通、带阻滤波器。  

h(n)奇对称，N 为奇数。   

 这时，h(n)=-h(N-1-n)，必有，  ，因  

求和式中两两项合并，并令 n=m+(N-1)/2，得：   

所以               
 

由于 点呈奇对称，所以 对这些也奇对称。  

由于 时， 相当于 H（z）在 处有两个零点，故不能用于 
的滤波器，即不能用作低通或高通。    

      h(n)奇对称，N 为偶数    

   这时，  

  全部两两项合并，   

  或                     

由于

 

处为零，故 在 处为零，即 H（z）在 z=1 上有零点，

并对 奇对称。所以不能作低通，但在 处，   

       

有极值，所以可以作高通。  

表 4.1  四种线性相位 FIR 滤波器特性  

 第一种情况，偶对称、奇数点，四种滤波器都可设计；  
 第二种情况，偶对称、偶数点，可设计低、带通滤波器，不能设计高通和带阻；  
 第三种情况，奇对称、奇数点，只能设计带通滤波器，其它滤波器都不能设计；  
 第四种情况，奇对称、偶数点，可设计高、带通滤波器，不能设计低通和带阻。    

    可见，四种 FIR 数字滤波器的相位特性只取决于 h(n)的对称性，而与 h(n)的值无关，其幅

度特性取决于 h(n)，所以，设计 FIR 数字滤波器时，在保证 h(n)对称的条件下，只要完成幅度

特性的逼近即可。  
注意：当 H(ω)用│H(ω)│表示时，当 H(ω)为奇对称时，其相频特性中还应加一个固定相移

π。 
5.1.3 线性相位 FIR 滤波器的零点特性  

     由于线性相位 FIR 滤波器的单位冲激响应具有对称性。  

 即   ，+、- 对应奇偶对称。  
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 经 m=N-1-n 置换可得  

由该式可看出，若 z=zi是 H（z）的零点，则 z=z
-1
i也一定是 H（z）的零点。由于 h(n)是实数，

H（z）的零点还必须共轭成对，所以 z=z
*
i 及 z=1/z*也必是零点。  

      因此，线性相位滤波器的零点必须是互为倒数的共轭对，即成四对出现，这种共轭对共有

四种可能的情况：  

   ① 既不在单位园上，也不在实轴上，有四个互为倒数的两组共轭对，  

      zi  z
*
i    1/zi      1/z

*
i     ，图 4.1(a)   

   ② 在单位圆上，但不在实轴上，因倒数等于其共轭，有一对共轭零点，  

         zi,z
*
i               ， 图 4.1（b）  

   ③ 不在单位圆上，但在实轴上，共轭是其本身，有一对互为倒数的零点,  

        zi,  1/zi         ，   图 4.1（c）  

④ 既在单位圆上，又在实轴上，共轭和倒数都合为一点，所以成单出现，只有两种可能，zi=1

或 zi=-1 ，如 图 4.1(d)。    
      
      
                 
    
 

 

 

 

 
                        图 4.1 线性相位 FIR 滤波器的四种不同零点结构 

     我们从幅度响应的讨论中已经知道，对于第二种 FIR 滤波器（h(n)偶对称，N为偶数）， 
，即 是 的零点，既在单位圆，又在实轴，所以，必有单根；同样道

理，对于第三种 FIR 滤波器，h(n)奇对称，N 为奇数，因 所以 z=1，z=-1 都

是 H（z）的单根；对于第四种滤波器，h(n)奇对称，N 为偶数，H（O）=0，所以 z=1 是 H（z）

的单根。  

所以，h(n)奇对称→H(0)=0  

      N 为偶数→H(π)=0  

线性相位滤波器是 FIR 滤波器中 重要的一种，应用 广。实际使用时应根据需要选择其合

适类型，并在设计时遵循其约束条件。  

 

 

第五章  第二节内容： 
5-2  窗口设计法（时间窗口法） 

    设计步骤 
    如果希望得到的滤波器的理想频率响应为

 
，则 FIR 滤波器的设计就是寻找一个传

递函数

 
去逼近

 
，在这种逼近中有两种直接的方法，一是从时域入手，

这就是本节要讲的时间窗口设计法，另一种从频域入手，即下节讲的频率采样法。  
时间窗口设计法是从单位脉冲响应序列着手，使 h(n)逼近理想的单位脉冲响应序列 hd(n)。

我们知道 hd(n)可以从理想频响
 

通过付氏反变换获得  

但一般来说，理想频响都为分段恒定的，在边界频率处有突变点，所以，这样得到的理想

单位脉冲响应 hd(n)往往都是无限长序列，而且是非因果的。但 FIR 的 h(n)是有限长的，问题是

怎样用一个有限长的序列去近似无限长的 hd(n)。 直接简单的办法是直接截取其一段来代替。

这种截取可以形象地想象为 h(n)就好象是通过一个“窗口”所看到一段 hd(n)，因此，h(n)也可
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表示为 hd(n)和一个“窗函数”的乘积，即  
     h(n)=w(n) hd(n)  
在这里窗口函数就是矩形脉冲函数 RN(n)，当然以后我们还可看到，为了改善设计滤波器的

特性，它还可以有其它的形式，相当于在矩形窗内对 hd(n)作一定的加权处理。 

    设计步骤：       
                                                           
                    

 
 

计算 H( )  的三种方法：   
                        
  
 

几种常用的窗函数： ( 矩形窗,汉宁窗,汉明窗,布莱克曼窗,凯塞窗)  
    1. 矩形窗  
    2. 汉宁窗（升余弦窗）  

    =0.5

 

 

利用付氏变换的移位特性，汉宁窗频谱的幅度函数 W（ω）可用矩形窗的幅度函数表示为：  

               

三部分矩形窗频谱相加，使旁瓣互相抵消，能量集中在主瓣，旁瓣大大减小，主瓣宽度增加 1
倍。  
    3.  汉明窗（改进的升余弦窗）  

   

                     

 

    它是对汉宁窗的改进，在主瓣宽度（对应第一零点的宽度）相同的情况下，旁瓣进一步减小，

可使 99.96%的能量集中在主瓣内。    
   4. 布莱克曼窗（三阶升余弦窗）  

   

                  

 

     增加一个二次谐波余弦分量，可进一步降低旁瓣，但主瓣宽度进一步增加，增加 N 可减少

过渡带。  
频谱的幅度函数为：  

     
+0.04

 
   

  5. 凯塞窗  
以上四种窗函数，都是以增加主瓣宽度为代价来降低旁瓣。凯塞窗则可自由选择主瓣宽度

和旁瓣衰减,如图。 
 

 
式中 I0(x)是零阶贝塞尔函数，参数β可自由选择，决定主瓣宽度与

旁瓣衰减。β越大，w(n)窗越窄，其频谱的主瓣变宽，旁瓣变小。  
   一般取 4<β<9，  

β=5.44  接近汉明  
β=8.5   接近布莱克曼  

             β=0     为矩形  。             
我们以一个截止频率为ωc的线性相位理想低通滤波器为例来

讨论 FIR 的设计问题。  

1）求 h(n) 
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                    设低通滤波器的时延为 ，即  

则  

，如图。

 

                                               
              

 

 

 

 

 

 

 

 

 这是一个以 为中心的偶对称的无限长非因果序列，如果截取一段 n=0～N-1 的 hd(n)作

为 h(n)，则为了保证所得到的是线性相位 FIR 滤波器，延时 应为 h(n)长度 N 的一半,  
     

    ，其中
 

。    

 2) 计算 H( )  

 设 为该窗口函数的频谱:  

                

用幅度函数和相位函数表示，则有   

其线性相位部分 表示延时一半长度 ，对频响起作用的是它的幅度函数。  

  
 

理想频响也可以写成幅度函数和相位函数的形式  Hd(e
jω
)=Hd(ω)e

-jωα 
 

其中幅度函数为    

两个信号时域乘积对应于频域卷积，所以  

    
 

         
 

 如果也以幅度函数和相位函数来表示 H(e
jω
),   

则实际 FIR 滤波器的幅度函数 H(ω)为 
 

 

正好是理想滤波器幅度函数与窗函数幅度函数的卷积。 

  (卷积过程分析,吉布斯（Gibbs）效应,对窗函数的要求)  
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                 卷积过程如图 4.4，4 个特殊频率点的卷

积结果如下：  
（1       1)     ω=0 的响应。一般ωc>>2π/N，故

WR(ω)在[-ωc,ωc]内近似包含全频域的值，所以，

H(0)≈Hd(0);  
（2     2)     ω=ωc 时，频谱有一半重叠，故 H(ω

c)/H(0)=0.5；  
（3      3)     ω=ωc-2π/N 时，第一旁瓣（负的）在

通带外，出现正肩峰；  
（4      4)    ω=ωc+2π/N 时，第一旁瓣（负的）在

通带内，出现负肩峰。  
加窗对理想频响的影响：  

    ①     使理想频响不连续边沿加宽，形成过渡带，

过渡带的宽度等于WR(ω)的主瓣宽度，与N成反比。  
    ②    过渡带两旁产生肩峰和余振。肩峰和余振的

大小取决于 WR(ω)的付瓣，付瓣多，余振多；付瓣

相对值大，余振强。与 N 无关。  
    ③     因

 
 

其中 x=Nω/2，所以 N 的改变不影响主瓣与旁瓣的比例关系， 多只能改变 WR(ω)的绝对值大

小和起伏的密度。当 N 增加时，WR(ω)的幅值变大，频率轴变密，而 大肩峰经计算可知始终

为 8.95%，这种现象称为吉布斯（Gibbs）效应。  

肩峰值的大小决定了滤波器通带的平稳程度和阻带的衰减，对滤波器的性能有很大的影响。  

为了改善滤波器的特性，必须改变窗函数的形状，窗函数要满足以下两点要求：  
  ①     窗谱主瓣宽度要窄，以获得较陡的过渡带；  
  ②     相对于主瓣幅度，旁瓣要尽可能小，使能量尽量集中在主瓣中，这样就可以减小肩峰和余

振，以提高阻带衰减和通带平稳性。  
    但实际上这两点不能兼得，一般总是通过增加主瓣宽度来换取对旁瓣的抑制。  

  
 四种窗函数的比较 

      四种窗函数的时域波形如图 4.6，幅度谱如图 4.7，用四种窗函数所设计的滤波器的频响

特性如图 4.8。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
      
       从(a)→(d)，旁瓣的衰减逐步增加，主瓣相应加宽。  
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                         （N=51，
 

=0.8π）  

 可见，用矩形窗设计的滤波器过渡带 窄，但阻带 小衰减也 小，仅-21dB；布莱克曼窗

设计的阻带 小衰减 大，达-74dB，但过渡带 宽，约为矩形窗的三倍。 

除了上述窗口外，还有所谓的“组构窗口”，即由一些简单的窗函数组合构成，如常见的三角

形窗（Bartlett 窗）  

      

 

它是由二个长度为
 

的矩形窗进行线性卷积而成的。  

    窗口设计法的主要工作是计算 hd(n)和 w(n)，但当
 

较为复杂时，hd(n)就不容易由反

付里叶变换求得。这时一般可用离散付里叶变换代替连续付里叶变换，求得近似值：  

    令     而   

当 M>>N 时，就可使 hM(n)≈hd(n)。  

小结：  

     窗口法的优点是简单，有闭合的公式可用，性能及参数都有表格资料可查，计算程序简单，

较为实用。缺点是当
 

较为复杂时，hd(n)不容易由反付里叶变换求得。边界频率因为加

窗的影响而不易控制。 

 

第五章  第三节内容： 
5-3 频率取样法   

 (基本思想,设计方法,约束条件,逼近误差) 
    工程上，常给定频域上的技术指标，所以采用频域设计更直接。  

 基本思想  
    使所设计的 FIR 数字滤波器的频率特性在某些离散频率点上的值准确地等于所需滤波器在

这些频率点处的值，在其它频率处的特性则有较好的逼近。  
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设计方法 

1）确定  
            
2）计算  
            

3）计算                 

 约束条件  

     为了设计线性相位的 FIR 滤波器，采样值 H(k)要满足一定的约束条件。  

     前已指出，具有线性相位的 FIR 滤波器，其单位采样响应 h(n)是实序列，且满足

，由此得到的幅频和相频特性，就是对 H(k)的约束。（链接表 4.1）。  

例如，要设计第一类线性相位 FIR 滤波器，即 N 为奇数，h(n)偶对称，则  

幅度函数 H(ω)应具有偶对称性：  

 令 ，由此可得，
  
  ，  

                         Hk = HN-k （满足对称性）。 

      同样，若要设计第二种线性相位 FIR 滤波器，N 为偶数，h(n)偶对称，相位关系同上，由

于幅度特性是奇对称的，  

因此，Hk也必须满足对称要求：    Hk=-HN-k  

 其它两种线性相位 FIR 数字滤波器的设计，同样也要满足幅度与相位的约束条件。 

 设计误差  

  设计步骤：  

 问题：上述设计过程得到的 与 H(k)的逼近程度，以及 与 H(k)的关系？    

  

推导：  

因

 

  

令 ，则    

单位圆上的频响为：  

 

 

这是一个内插公式，式中  

                  

为内插函数。 

令                         则    
 

可见，在每个采样点上，频响
 

严格地与理想特性H(k)一致，在采样点之间，

频响由各采样点的内插函数延伸迭加而形

成，因而有一定的逼近误差，误差大小与理

想频率响应的曲线形状有关，理想特性平滑，

则误差小；反之，误差大，在理想频率响应

的不连续点会产生肩峰和波纹，如图。N 增

加 ， 采 样 点 变 密 ， 逼 近 误 差 减

小。        

例：设计一个 FIR 数字滤波器，其理想

特性为  
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    ，采样点数 N=33，要求线性相位。  

   解：根据表 4.1，能设计低通线性相位数字滤波器的只有 1、2 两种，因 N 为奇数，所以只能

选择第一种。即幅频特性对应π偶对称，也即 HK偶对称，则应有 h(n)=h(N-1-n) 。  

根据指标要求，在 0～2π内有 33 个取样点，所以第 k 点对应频率为
 

，而截止频率 0.5

π介于
 

之间，所以 k=0～8 时取样值为 1，根据对称性，k=25～32 时取样值也为

1，因 k=33 为下一周期，所以 0～π段比π～2π段多一个点，第 0 点与第 33 点对称，第 8 点

与第 25 点对称。故           

 

 

将 代入内插公式，求 H(e
jω
)：  

           

  

  

 

考虑到 8<k<25 时，Hk=0，而其它 k时，Hk=1，令 k=33-n，因    

              

 

 

             

  

   

此式计算的 H(e
j ω

)幅频特性如图 

4.10，从图上可以看出，其过渡带宽为

一个频率采样点 2π/33，而 小阻带衰

减略小于 20dB。 

    对大多数应用场合，这样小的滤

波器阻带衰减的是不能令人满意的。 

改善阻带衰减的方法 

改善阻带衰减的一种办法是加宽过

渡带宽，以牺牲过渡带换取阻带衰减的

增加。  

例如，在本例中可在 k=9 和 k=24 处

设一过渡带取样点 H9=H24=0.5，使过渡带

增加到两个频率采样点 4π/33，重新计

算的 H(e
jω
)见图 4.10(c)，其阻带衰减

增加到约-40dB。  

根据 H(e
jω
)的表达式，H(e

jω
)是 Hk

的线性函数，因此还可以利用线性 优

化改变过渡带的取值，得到要求的滤波 

器的 佳逼近，而不是盲目地给过渡带

设一个值。  
图 4.10 过渡带采样点不同的三个 FIR 滤波器的设计      
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例如，本例中可以用简单的梯度搜索法来选择 H9、H24，使通带或阻带内的 大绝对误差值

小化。即 小衰减达到 大，计算得 H9=0.3904，与 H9=0.5 时相比，这时阻带衰减大大改善。

如果还想进一步改善阻带衰减，可以加宽过渡区，添上第二个甚至第三个不等于 0 的频率取样，

当然也可用线性 优化求取这些取样值。  

    如果要进一步增加阻带衰减，又不增加过渡带宽，另一个办法是增加采样点数 N，例如，同

样截止频率 ωc=0.5，以 N=65 采样，并在 k=17 和 k=48 插入按阻带衰减 优化计算得到的采样

值 H17=H48=0.5886，在 k=18 和 47 处插入经阻带衰减 优化计算获得的采样值 H17=H48=0.1065。这

时过渡带为 6π/65，小于 33 点采样时过渡带插一个采样点时的过渡带宽
 

，但其阻带衰减增

加了 20 多分贝，当然，其代价是滤波器阶数增加，因而增加了运算量。 

小结：  

① 频率采样设计法直接从频域进行设计，物理概念清楚，直观方便；  

   ②   频率采样设计法对于频率响应只有少数几个非零取样值的窄带选频滤波器特别有效。典型

应用：用一串窄带滤波器组成多卜勒雷达接收机，覆盖不同的频段，多卜勒频偏可反映被测目

标的运动速度 。  

   ③   由于通带取 1，阻带取 0 及过渡区取样点的位置都局限在 2π/N 的整数倍点上，所以在指定

通带和阻带截止频率时，这种方法要受到限制，比较死板；  

④ 只要充分加大 N，就可以接近任何给定的频率，克服以上问题，不过复杂性增加，这是一种

低效能的方法 

  

 

 

 

第六章  第一节内容： 
 

第六章 数字滤波器的基本结构 
 

• 数字滤波器结构的表示方法 

• 无限长单位冲激响应（IIR）滤波器的基本结构 

• 有限长单位冲激响应（FIR）滤波器的基本结构 

学习要求：掌握数字滤波器结构流图的表示方法；了解各种滤波器结构的特点。 
 

6-1 数字滤波器结构的表示方法 

数字网络的信号流图表示  

差分方程中数字滤波器的基本操作：  

①加法，②乘法，③延迟。  

为了简单，通常用信号流图来表示其运算结构。对于加法、乘系数及延迟这三种基本运

算，其方框图和信号流图的表示形式如图 5.1。  

             

 例： 一阶数字滤波器，  其方框图和信号流图表示如图

5.2 和图 5.3。 
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    实际上，信号流图是由许多节点和各节点间的定向支路连成的网络。从上面的流图可

以很清楚地看到每个节点上的信号值。节点的信号值也称为节点变量或节点状态。图 5.3 中有

8 个节点，每个节点的状态分别为： 

          ①x(n)                       ⑤y(n-1)  

          ②x(n-1)                     ⑥a1x(n-1)+b1y(n-1)  

      ③a0x(n)+ a1x(n-1)+b1y(n-1)   ⑦输入节点（源点）x(n) 

      ④=③                         ⑧输出节点（阱点）y(n)= ③  

信号流图的转置定理：  

对于单个输入、单个输出的系统，通过反转网络中的全部支路的方向，并且将其输入和

输出互换，得出的流图具有与原始流图同样的传递函数。 

             

信号流图转置的作用：  

     ①   转变运算结构；  

     ②   验证由流图计算的传递函数正确与否。  

运算结构对滤波器的实现很重要，尤其对于一些定点运算的处理机，结构的不同将会影响

系统的精度、误差、稳定性、经济性以及运算速度等许多重要的性能。对于无限长单位冲激响

应(IIR)数字滤波器与有限长单位冲激响应(FIR)数字滤波器，它们在结构上各有自己不同的特

点，下面将分别加以讨论。 

 

5-2 IIR 数字滤波器的结构 
    IIR 数字滤波器的结构特点：为递归型结构，存在反馈环路。 同一传递函数，有各种不同

的结构形式。其主要结构有： ( 直接型 ,正准型,级联型,并联型)  
(1) 直接型  
       直接由 数字滤波器的差分方程所得的网络结构。  

一个 阶 可用 阶差分方程描述：  

                                   上述结构缺点： 

                                a)需要 个延迟器，太多。 
                                     b)系数 ai、bi对滤波器性能的控制不直接，调整不方

便，对极点、零点的控制难，一个 ai、bi的改变会影响

系统所有零点或极点的分布。 
                                       c)对字长变化敏感（对

 
、
 

的准确度要求严格）。 

                                       d)易不稳定。 阶数高时，上述影响更大。 

                                                                                                   

   （2）正准型（直接Ⅱ型）                   (结构,优缺点)  
上面直接型结构中的两部分可分别看作是两个独立的网络(H1(z)和 H2(z))，它们串接构成总

的传递函数：  H(z)=H1(z)H2(z)  
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    由传递函数的不变性（系统是线性的），得  H(z)= H2(z)H1(z)  
        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
两条延时链中对应的延时单元内容完全相同，可合并，得到直接Ⅱ型结构，也称为正准型。  

            优点：延迟线减少一半，变为 个，可节省寄存器或存储单元。  
    缺点：缺点同直接 I 型。  

通常在实际中很少采用上述两种结构实现高阶系统，而是把高阶变成一系列不同组合的低

阶系统（一、二阶）来实现。 

（3）级联型（串联）                (结构,优缺点)  

一个 阶传递函数可用它的零、极点表示，即把它的分子、分母都表达为因子形式  

             

  

由于系数
 

、 都是实数，极、零点只有实根和共轭复根，所以有  

       

其中 
、

 
为 实根 ， 、

 为
 复根，且              

 

，  

将共轭因子合并为实系数二阶因子，单实根因子看作二阶因子的一个特例，则  

                           

 

其中 
、

 
为实系数。  

      用若干二阶网络级联构成滤波器，二阶子网络称为二阶节，可用正准型结构实现。  

   
优点：  

 简化实现，用一个二阶节，通过变换系数就可实现整个系统；  

 极、零点可单独控制、调整，调整
 

、
 

只单独调整了第  对零点，调整
 

、
 

则单独调整了第 对极点；  

 各二阶节零、极点的搭配可互换位置，优化组合以减小运算误差；  

 可流水线操作。  

缺点：  
    二阶节电平难控制，电平大易导致溢出，电平小则使信噪比减小。  

（4）并联型                          (结构,优缺点)  
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将传递函数展开成部分分式之和，可用并联方式构成滤波器。  

         

      将上式中的共轭复根成对地合并为二阶实系数的部分分式，  

         
上式表明，可用一个常数

 

 、L 个一阶网络和 M 个二阶网络 并联组成滤波器 H(z)，结构

如下图：   

特点：   优点:  

1)系统   1)实现简单，只需一个二阶节系统通过改变输入系数即可完成； 

         2)极点位置可单独调整； 

         3)运算速度快（可并行进行）； 

         4)各二阶网络的误差互不影响，总的误差小，对字长要求低。  

缺点：不能直接调整零点，因多个二阶节的零点并不是整个系统函数的零点，当需要准确的传

输零点时，级联型 合适。  

 

FIR 数字滤波器网络结构形式 
 

一、FIR 数字滤波器特点：  
    主要是非递归结构，无反馈，但在频率采样结构等某些结构中也包含有反馈的递归部分。  
    它的传递函数和差分方程一般有如下形式：  

                      

 

其基本结构有以下几种：直接型,级联型,线性相位型,频率采样型。  
（1）直接型（卷积型、横截型）  
     直接型也称卷积型或横截型。称为卷积型，是因差分方程是信号的卷积形式；称为横截型，

是因为滤波器是一条输入 x(n)延时链的横向结构。直接由差分方程可画出对应的网络结构：  
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直接型的转置：  

                   
（2）级联型（串联型）  

    当需要控制滤波器的传输零点时，可将传递函数分解为二阶实系数因子的形式：  

          

 

于是可用二阶节级联构成：  

             

每一个二阶节控制一对零点。  

缺点：①所需要的系数比直接型的 多；  

      ②乘法运算多于直接型。  

    （3）线性相位型  

 FIR 的重要特点是可设计成具有严格线性相位的滤波器，此时 满足偶对称或奇

对称条件。  

     
偶对称时，N 为偶数， H(z)=

 

 

                     N 为奇数， H(z)=

 
 

由上两式，可得到线性相位 FIR 滤波器的结构，如图 5.13、图 5.14。  
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线性相位型结构的乘法次数 为偶数时，减为
 ； 为奇数时，减为

 
。而

 横截

型结构乘法次数为 N 次。 

（4）频率采样型  
一个有限长序列可以由相同长度频域采样值唯一确定。  

现 是长度为 的序列，因此也可对传递函数 H(z)在单位圆上作 等分采样，这

个采样值也就是 的离散付里叶变换值 H(k)。  

根据据上一章讨论，用频率采样表达 z 函数的内插公式为：  

              

  

H(z)由 和  两部分级联而成。  
第一部分（ 部分）            

这是一个由 节延时器组成的梳状滤波器，它在单位圆上有 个等分的零点：  

             

 

其频响为  

              

               ，如图 5.15。  

             
第二部分（ 部分）是一组并联的一阶网络：  

此一阶网络在单位圆上有一个极点：      

该网络在
 

处的频响为 ，是一个谐振频率为
 

的谐振器。这些并联谐振器

的极点正好各自抵消一个梳状滤波器的零点，从而使这个频率点的响应等于 。  

两部分级联后，得到频率采样型的总结构，如图 5.16。  
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这一结构的 大特点是它的系数 H(k)直接就是滤波器在
 

处的响应，因此，控制

滤波器的响应很直接。  

   但它也有两个缺点：  

 所有的系数
 

和 都是复数，计算复杂；  

 系统的稳定性差。因所有谐振器的极点都在单位圆上，考虑到系数量化的影响，有些

极点实际上不能与梳状滤波器的零点相抵消，使系统的稳定性变差。  

但改进型的频率采样型结构可克服上述缺点。 

改进型的频率采样型结构 

       为了克服一般频率采样型结构的缺点，作了两点改进。 

• 将极点、零点移到 
半径为 ( 小于 1)的 圆上，频率采样点也修正到半径为 的圆上，以解决系统的稳

定性问题； 

• 将一阶子网络的

复共轭对合并成实系数的二阶子网络。  

这时，   

                 

 

为了使系数为实数，将共轭复根合并，利用共轭复根的对称性，有  

同样，因
 

是实数，其 也是圆周共轭对称的，即  

因此可将第 k 个及第 N-k 个谐振器合并为一个二阶网络  

         

 

            =

 

 

           =

        

其中    

这个二端网络是一个有限 Q 值的谐振器，谐振器频率为           。  

    除了共轭极点外，还有实数极点，分两种情况：  

 当 为偶数时，

有一对实数极点 z=+/- r，对应于两个一阶网络：  

      
      

，       

这时， 
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频率采样型结构如图 5.18，其中三种内部子网络如图 5.17。所有子网络都是递归型结构。 

 当 为奇数时，

只有一个实数极点 ，对应一个一阶网络 H0(Z)。  

这时， 

         

 

 

 

 

 

 

 

   

                 

                 

频率采样型结构小结：  

优点：  

   ①选频性好，适于窄带滤波，这时大部分 H(k)为零，只有较少的二阶子网络；  

   ②不同的 FIR 滤波器，若长度相同，可通过改变系数用同一个网络实现；  

        ③ 复用性好。  

缺点： 结构复杂，采用的存贮器多。  

（5） 快速算法（链接快速卷积、分段滤波）  

     卷积滤波可利用 ，通过快速卷积来实现。  

                 

  

 

 

 
 


